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DEVOIR SURVEILLE n°3

Durée : 4 heures

Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporteé a la
rédaction seront des éléements pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et
utiliser le résultat d’une question non résolue s’ils I'indiquent clairement sur la copie.

Exercice

On considére les ensembles suivants :
D={(x,y) eR¥x*+1y* <1}, 0 ={(x,y) e R*/x* +y> < 1} et C = {(x,y) € R¥/x* +y* = 1}

1. Montrer que :
1a. D et C sont des ensembles fermés de R?,
1b. A est un ensemble ouvert,

1c. C est connexe par arcs.
2. D, A, C sont-ils compacts ?

3. On donne I'application f de R? dans R définie par :

o) = NESENTCR si (x,y) €D

1
E(XZ +4y%+1), si (x,y) € RA\D
3a. Tracer le graphe de la fonction x — f(x,0) de R dans R.

3b. Montrer que f est continue sur R?.

4. 4a. Montrer que f admet des dérivées partielles premiéeres 6_(x0’ yo) et 6—f(x0, o) en tout
X y
pOIHt (XO, yO) de I&2\{ (Oa 0) }

0 0
4b. a—f(O, 0) et a—f(O, 0) existent-ils ? f est-elle différentielle en (0, 0) ?
x y

of . of : .
4c. Montrer que I et M sont continues en tout point de C.

x Yy
I of of . . .
4d. En justifiant que Ix et " sont continues en tout point de A\{(0,0)} et en tout point de
x
0
R?\D en déduire que T et " sont continues sur R?\{(0, 0)}.
x y

4e. f est-elle différentielles sur R2\{(0,0)}.
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Probleme

R est le corps des nombres réels. C est celui des nombres complexes et n est un entier naturel
supérieur ou égal a 2.

On note E le C-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans C . I est la
matrice identité de E. Pour A élément de E, a;; est le coefficient de A situé dans la i-eme ligne et
la j-eme colonne. On note F le C-espace vectoriel des matrices a n lignes et une colonne et a

coefficients dans C.
X1

Pour X =| : |[élément de F, on pose || X]|| = sup |xk|, on rappelle que 'on définit ainsi une

1<k<n
Xn

norme sur F. On note Ker A I’ensemble des éléments X de F vérifiant AX = 0.
Une matrice A = (ajj)1<i,j<n @ coeflicients réels est dite stochastique si :

n

Vie{1,2,..,n}, Zaq -1
j=1
V(i,j) € {1,2,...,n}?, aij >0

On note S 'ensemble des matrices stochastiques de E.
Dans tout le probleme A est un élement de S, A # I

Premiere partie
1. Soit B un élément de S. Prouver que AB appartient a S.

2. Montrer que pour tout k entier naturel, AF appartient a S.

3. Soit X un élément de F. Démontrer que [|[AX]|| < [|X]|. En déduire pour tout k entier naturel,
lASX N < 11Xl

4. Montrer que 1 est valeur propre de A.
5. Soit A une valeur propre complexe de A, montrer que |A| < 1.

6. Soit A une valeur propre complexe de A, telle que |A| = 1.
6a. Soit X un élément de Ker(A — AI)%. On pose : Y = (A — AI)X.

i) Etablir que, pour tout k entier naturel, k > 2, ARX = 2k X + kAR Ty,

ii) En déduire que Y = 0 (on pourra utiliser I'inégalité établie a la question 3. de la premiere
partie ).

iii) Prouver que Ker(A — AI)? = Ker(A — AI).

6b. En déduire que, pour tout k entier naturel, k > 2, on a :
Ker(A — AI)K = Ker(A - AI).

Deuxieme partie
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On suppose que A admet r + 1 valeurs propres complexes deux a deux distinctes, on les note
/10, /11, ceey )Lr avec /10 =1.
Dans toute cette partie p désigne un entier naturel non nul.

p
1
Pour X élément de F, on pose : X, = — Z AFX. On veut étudier la convergence, quand p tend

k=0
vers +o9o, de la suite (X, )pen- dans F.

1. Soit A une valeur propre complexe de A, A # 1.

p
1
la. Prouver que : lim (— Z /Ik) = 0.

p—)OO

1b. On suppose que X est un élément de Ker(A — AI). Montrer que la suite (X},),en+ converge
vers 0.

2. On suppose, dans cette question, que A est diagonalisable.

Soit X un élément quelconque de F. Démontrer que la suite (X, )yen+ converge vers un éléement
de Ker(A —I).

3. On s’intéresse dans cette question a une valeur propre complexe A de A vérifiant : |A| < 1.
Soit X un élément de Ker(A — AI)?, ou g est un entier naturel, g > 2.

3a. Soit k un entier naturel, k > g. Montrer que :

k
Ak = Z CIA (A - a1y
j=0

et que
qg-1
AkX = Z CIA (A~ ADYX.
=0
0 i o
n rappelle que ([, = m
3b. Prouver que, pour tout j élément de {0,1,....,g — 1}, ona: lim Cilk_j =0.

k—o0

3c. Démontrer que la suite (X,)yen+ converge vers 0.

4. On suppose que le polynome caractéristique de A, noté P4(T), est égal a :

r

PAT) = | [ -2 [ ] (@ -2p®
j=0

Jj=s+1

ou s, ko, ..., ks, Gs+1, ..., qr, sont des entiers naturels non nuls avec s < r et ou [A;| = 1 siet
seulement si j < s.

4a. Prouver que F est égal é la somme directe de sous espaces vectoriels suivante :

F = Ker(A - A1) ® ... ® Ker(A — AI) ® Ker(A — A1 1) @ ... ® Ker(A - A1),
4b. Soit X un élément quelconque de F. Etudier la convergence de la suite (Xp)pers

FIN DE L’EPREUVE
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