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Exercice

: e inll] g x i des intégtales
1. Montrer V'existence de l'intégmle I —M{Tdt. £n déduire la convergenoe des mieg

1o [ sPra et j:fn " gini®) &
40 7,

Dans la suite, on posera K = 1+1].

2. Pourx € R, on definit Lt
0= 7o

(a) Montper que f est de classe €' surR.

(b) Montrer que . fi e
e
et en déduire a limite de f en |80,
{c) Trotrver 1n équation differentielle vérifiée par f, et

Pﬁ]f v

) gld=| &d
vrzd gla) J{n €

o déduire une relztion entre f et Ja foncticn g définie

3. Bn déduire a valews des intégrales I et J.
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N
Probleme
Dans tout le probleéme, k désigne un entier supérieur ou égal a 2.
Notations algébriques

o Powr tout n- € N*, on note M, 1(R) I'ensemble des matrices-colonnes a n lignes a coefficients réels et M., (IR)
'ensemble des matrices carrées i n lignes et n colounes a coefficients réels. On identifie les ensembles M (IR)
et & en assimilant une matrice de M (R) 4 son unique coefficient.

e La base canonique de My 1(R) est notée Cr = (€1, €2, ....ex) et Pespace vectoriel My ;(R) est muni de sa

structure euclidienne usuelle pour laquelle la base Cy est orthonormale. On note {u,v} le produit scalaire de
deux vecteurs u et v de My 1(R) et |Jul| = +/(u, u) la norme du vecteur wu.

o Pour toute matrice-colonne d de M, 1(R) de composantes dy, ds, .. ..dys, on note Diag(d) la matrice diagonale
de My (R) définie par :

g, 0 --- 0

' de -+ 0
Diag(d) = v et :
o 00 <o

e La transposée d'unc matrice M est notée ‘M et Iy désigne la matrice identité de My (R) .

Notations probabilistes

e Toutes les variables aléatoires et tous les vecteurs aléatoires gui interviennent dans ce probléme sont définis
sur un méme espace probabilisé (€2, A, P).
e On dit qu'un vecteur aléatoire discret (¥7,Y5, ..., Vi), & valeurs dans R¥, admel une espérance lorsque chacune
de ses composantes en admet une.
On note Y la matrice-colonne de My 1(R) de composantes Y7, Y3,.. ., Y et £(Y) la matrice-colonne
de My, 1 (R) dont les composantes sont les espérances F(Y1), E(Ya),..., F(Yz).
Lorsque chacune des composantes Y; (i € [1, k]) admet une variance, on appelle matrice de variance-covariance
de Y. notée V(Y), la matrice symétrique de M (IR) dont les coefficients diagonanx sont les variances 1V (Y;)
et les coefficients non diagonanx les covariances Cov(¥;, Y;) pour tout (i, j) € [1, &]? avec i # j.

En résumé, on pose sous réserve d'existence :

E(Y1) V(Yi) Cov(Yy,Ya) .- Cov(Yy, Yi)
E(Ys) Cov(Ya, 1) V(¥:) --- Cov(Ya, Yi)
E(Y)= < et V(Y = ; - z ;

E(Y.) Cov(Yi,Yi) Cov(YiYa) - V(¥i)
Pl
P2 )

e Dans tout le probléme, on note p = é une matrice-colonne de Mg (R) vérifiant Z i =1 et pour

€ =1
PE

tout ¢ £ [1. k]. p; = 0.
L'objet du probléme est 'étude des propriétés des matrices de variance-covartance en haizon avee la loi des
vecteurs aléatoires correspondands.
Partie 1. Lois généralisées de Bernoulli

Dans cette partie, on note u la matrice-colonne de My (R) dont tons les coefficients valent 1.

iy
: (#1:3 - k
1. Soit a = | . | une matrice-colonne non nulle de My ((R) et o = E a;. On pose : M = a"u.
: =1
Ly

a) Calculer Ia matrice M et préciser son rang.
h) Caleuler la matrice Ma et en déduire une valeur propre de 0.
¢) Montrer que M2 = aM. Que pent-on en déduire sur les valeurs propres de M ?

d) Montrer que A esl diagonalisable si et seulement si o 3£ 0.
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¢) Pour quelles valewrs de o la matrice I, — M est-elle inversible ?
f) On suppose que o = 1. Montrer que A est la matrice dans la base canonique de B* d'un projecteur dont
on précisera 'image et le noyau. Dans quel cas ce projecteur est-il orthogonal 7
On dit quiun vecteur aléatoire (X, Xo,. ... Xy} suit la loi généralisée de Bernoulli de paramétre p, notée By (p),
siona: =
X
: : X2
Vie[1,k], P([X =¢)) =p:. avec X=| .
Xy
2. Soit (X}, Xa, ..., Xi) un vectenr aléatoire suivant la loi Bi(p).
a) Pour 1 € [1, k], comparer les événements [X = e;] et [X; = 1] ; en déduire que chagiie variable aléatoive X,
suit une loi de Bernoulli de paramétre p; et écrire la matrice £(X).
b) Quelle est la loi de la variable aléatoive X; + X3 7
¢) Montrer que Cov(X;, X3) = —pipa.
d) Eerire la matrice V(X).
3. Soit M(p) la matrice de Mg(IR) définie par : M(p) = p'u.
a) Vérifier 'égalité : V(X)) = (I — M (p))Diag(p).
b) Montrer gue s py, pa.. . ., pr sont différents de 0, le rang de V(X)) est égal a k — 1.
¢) Soit o une permutation de [[1. kf et p, la matrice-colonne de M. 1 () de composantes paiiy, Paga). o oo Bagk).
Montrer que V(X)) est semblable & (I — potir) Diag(p, ).
d) Exprimer le rang de V(X)) en fonction du nombre d’éléments @ de [1, k] pour lesquels on a p; # 0.

Partie 11, Tirages avec remise dans une population stratifiée

Dans cette partie, on suppose que pour tout i € [1, 4], on a p; > 0 et que pi,pPs,...,pr soni les proportions

dlindividus appartenant aux diverses catégories dune population statistique scindde en k catégories distincres.

Pour modéliser une suite illimitée de tirages équiprobables avec remise effectués dans cette population, on utilise
: AR (n} a0 .

des variables aléatoires X, définies par :

1 si Iindividu extrait au n-ieme tirage appartient a la {-éme catégorie
0 sinon

()

¥neN*. Vie Lk, X" = {

On suppose que les vecteurs aléatoires {X{”’,X&“", s .,X,E,"}] (n € N*) suivent chacun la loi Bi(p) ( partic )

et sont mutuellement indépendants. Cette indépendance mutuelle signifie que pour tout entier n 2 2 et pour

: 40
toutes fonctions @1, ©a, - . .. oy définies sur B* A valenrs réelles, les variables aléatoires ) {Xi”._ :E”, o ;:.1‘)7
',cz(XiE}, (AR oL TR (X'lznijé")‘ ... XM sont indépendantes.

Ponr tout n € N*. on note X! la matrice-colonne de My 1 [R) de composantes X{"}‘Xf"]., LR X,E_"} et S g

t
matrice-colonne de My 1(R) de composantes 5{™, S8 ... 8™ oi pour tout i € [1, k], on a 5™ = Z x4,
=1

4.a) Préciser lensemble N, des matrices-colonnes s de My 1 () pour lesquelles on a P([S1" = s]) > 0.
b} Déterminer les lois respectives des deux variables aléatoires S et §I™ 4 85" Sont-elles indépendantes ?
¢} Montrer que U(Sm') =n V(X[-‘}).
. Soit H un éément de A vérifiant 0 < P(H) < 1, H I'événement contraire de H et W une variable aléatoive
diseréte admetiant une variance.
a) Justifier I'existence de E(W?| H), espérance de W? pour la probabilité conditionnelle Py.
b) On pose : V(W|H) = E(W?/H) - (E(WIH]}? (variance de W pour la probabilité conditionnelle Py ).
En utilisant le systéme complet d’événements ( H, H) et la formule de 'espérance totale pour W et W2,
établir l'inégalité : V(W) = P(H)V(W|H).

6. Pour tout ¢ € [1. k], on note T; le temps d'attente du premier tirage d'un individu de la i-éme catégorie et
on note T' la matrice-colonne de M. ((R) de compasantes Ty, Ty, ... 7.

[l

a) Seit i € |1, k]. Justifier que la probabilité que 7; soit infini est nulle. Quelle est 1a loi de T; 7

k-1
) On pose : Hy = ﬂ |7} = i]. Caleuler P(H). Préciser la loi conditionnelle de Ty — (k — 1) sachant Hj.
i=1

En déduire E(Ty|Hy) et V(Ti|Hg).
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¢] En exploitant le résultat de la question 3.b), établir pour tout vecteur v = (v, v, ..., vy ) de RE Dindgalité :
i 8 k=1
V2 o) = M ® D
()= 255+ I
- . : w3 (1 —g;)
d) Montrer plus généralement que pour tout j € [1, k]]. omn & V( Zfasi’ﬂ) = -=’—-=—ﬁ§~f- e H Pis
i=1 P igfi.k]
17

Partie ITI. Support et rang stochastiques d’un vecteur aléatoire
Dans toute cette partie, (¥1,Ya, ..., Y:) désigne un vecteur aléatoire discret, a valeurs dans R¥ | dont chaque
composante admet une espérance et une variance. On rappelle que Y est la matrice-colonne de My ([R) de
composantes Y1, Yz, ..., Y.
7. On appelle support vectoriel de ¥, tont sous-espace vectoriel F de My ,(R) tel que P([Y = £(Y) € F]) = L.
On note &(Y) I'ensemble des supports vecteriels de Y.
a) Justifier 'existence d'un plus petit élément de U'ensemble des dimensions des éléments de S(V ).
Ce plus petit élément est appelé le rang stochasitque de ¥ et noté R (Y.
b) Dans quels cas le rang stochastique Re(Y) est-il nul ?
¢} Montrer que Iintersection de deux supports vectoriels Fy et Fy de Y est un support vectoriel de Y.
d) En déduire 'existence d'un unique élément F de S(Y) tel que la dimension de F' solt égale a £,(Y). i
L'espace vectoriel I est appelé le support stochastique de Y. )

8. Soit u une matrice-colonne de My (i) de composantes . itg, .. ., t.
&
a) Montrer que la variable aléatoire Zh,-}", admet une variance, égale 8 V(Y )u.
=]

b} Etablir Uexistence d’un unique vecteur (A, Az, .-, Ar) de BF tel que V(YY) soit semblable 3 la
matrice Diag()) et pour lequel Ay = Xg > ... = A¢ = 0 (on note Diag()) la matrice diagonale de M. (1)
de coefficients diagonaux Ay, Az ..., Ag).

ko k
e) On pose : [Y — E(Y)|? = 3 (Y — E(Y:))®. Montrer que E(|[Y = £(Y)[2) = ¥ A
=1 =1
9. Soit ¢ € [1,&]. F un sous-espace vectoriel de M. (R} de dimension g et (f'1, f21 . f9) une base
orthanormale de F.
a) Soit w € Q. Justifier existence de Qp(w) = Inf{||Y (w) — E(Y) = z||*; € '} et montrer que :

v
I1¥(w) — EY)|* = Qetw) + D _{¥(w) - E(Y), f97).

i=1
k q
b) A I'aide de la question 8, établir Végalité : E(Qr) = Z i — Z SFEOVY) A,
i=1 j=1

¢} Que devient I'égalité précédente loysque F = M. ((B) 7
1ha) Montrer que pour toute matrice-colonne | de My (R) vérifiant || f]| =1, ona : 'F V(YY) < A,
b) En déduire la borne inféricure de E{Q) lorsque F déerit Pensemble des droites vectorielles de My (R).

1
) Dans cette question, on suppose que (Yy, Yy, ..., ¥, suit la loi B (p), o pour tont i € [1,k],on a p, = —.

Caleuler les valeurs propres de V(Y) et la borne inféricure de E(Qp) pour l'ensemble des droites
vectorielles F' de M. (R). puis préciser pour quelle(s) droite(s) cette borne est atteinte.
11. On suppose que le tang r de V(Y est non nul. On note F la somme des sons-espaces propres associés aux

valeurs propres non nulles de V(Y') et £ an sous-espace veetoriel de My (R) tel que F'© Fy et F # Fy.

a) Caleuler E(QF,) et en déduire que Fj est un support vectoriel de Y.

b) Justifier I'existence d'un vectenr f(7 de Fy, orthogonal 4 F et de norme 1.

¢) Montrer que Y77 V(Y) fU > 0 ot en dédnire que E(QF) # 0.

d) Montrer que le rang stochastique R,(Y) de ¥ est égal & r.

Fin de 1'épreuve

4/4 FIN
Devoir de Mathématiques


http://www.tcpdf.org

