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La qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour
une part importante dans 'appréciation des copies. L'usage des calculatrices n’est pas autorisé. Tout
résultat fourni dans 1’énoncé peut étre admis et utilisé par la suite, méme s’il n’a pas été démontré.

Exercice

Soit @ € R. On dit que a est algébrique s’il existe un polyndme ) non nul, a coefficients entiers, tel que
Q(a) = 0. Un tel polynéome (@ s’appelle polynéme annulateur pour a. On dit que a est transcendant si a
n’est pas algébrique.

1.

Montrer que 1,2, v/2—4v/3 sont algébriques, et trouver pour chacun d’eux un polynéme annulateur.
Montrer que tout nombre rationnel est algébrique.

Montrer que si a est un réel algébrique non nul, alors —a et — sont algébriques et expliciter un poly-
a

1
ndme annulateur de —a et —.

a
. Montrer que a est un réel algébrique si et seulement s’il existe un polyndome P a coefficients rationnels

tel que P(a) = 0.

. Soita € R.On pose I, = {P € Q[X]/P(a) = 0}.

Montrer que I, est un idéal de Q[X].

En déduire que I'ensemble des polyndmes annulant un nombre algébrique a est formé des multiples
dans Q[X] d"un certain polynéme non nul 7,, appelé polynome minimal de a.

Montrer que le polynéme minimal d’un nombre algébrique a est irréductible dans Q[X]. Quel est le
polynéme minimal de 1 + v/2?

Soit @ un réel, et soit Q[a] = {P(a)/P € Q[X]}. Montrer que Q[a] est un Q-espace vectoriel.

. Montrer le criteére suivant :

a est algébrique si et seulement si Q[a] est un espace vectoriel de dimension finie sur Q.

. Montrer que si a est algébrique, Q[a] est un corps.
10.

Soit @ € R un nombre algébrique et supposons que dim Q[a] = 2. Montrer qu'il existe alors un ration-
nel positif § tel que Q[a] = Q[V/4)].
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Probléme

On note R[X] la R- algebre des polyndmes a coefficients dans R. Pour tout polyndme P, on note P’ son

nok ©  _k
polynome dérivé. On rappelle que Vz € C, e* = lim (Z ;) = Z %
! = k!

Etant donné un entier naturel n, [0, n] désigne I’ensemble des entiers naturels compris entre 0 et 7.
Partie L.
Soit ¢ 1’application :
v: R[X] — R[X]
p — P — P
Soit n un entier naturel non nul. On note R,,[ X ] le R—espace vectoriel des polynomes de degré < n.
1. Démontrer que ¢ induit sur R,,[X]| un endomorphisme. On note ¢,, cet endomorphisme.
. Expliciter la matrice de ¢,, sur la base canonique de R,,[X].

2
3. Démontrer que ¢,, est un automorphisme de R,,[X].
4. En déduire qu’il existe une unique famille de polynoémes s, 51, .. ., s, telle que :

(a) Vie [[Oan:ﬂv Qpn(sl) = 7/

(b) (so0,51,---,5n) est une base de R,,[X].
5. On note id 'endomorphisme identité de R,,[X] et 6 'endomorphisme induit par la dérivation sur

le R—espace vectoriel R, [X]. Justifier :
(td—98)o(id+6+---+0") =id

6. En déduire I'expression de s; en fonction de X, pour tout i dans [0, n].

Dans le reste du probléme, on considere les deux familles de polynoémes (S, )nen et (17, )nen définies par :

X xr &KX
i=0
T (X) = Sp(nx)
Dans les parties II, III et IV, on admettra le résultat suivant : Soit n un entier naturel > 2. Toutes les
racines complexes du polynéme S,, ont un module < n.
Partie II.

7. Donner le tableau de variations de Ss. Représenter sur un méme graphique les courbes des fonc-
tions Sy, S3 ainsi que la fonction exponentielle (x — e”) en s’attachant a respecter la position rela-
tive de ces trois courbes.

8. Soit n € N. Démontrer que le polyndme S,, n’a pas de racine réelle si n est pair et a une unique
racine réelle simple si n est impair. (Indication : On pourra faire une démonstration par récurrence.)

Dans la suite du probleme, on note «,, I'unique racine réelle de \S,,, pour tout entier naturel impair n.

9. On se propose d’étudier le comportement de la suite (a2,+1)nen lorsque n tend vers +oc.
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(a) Justifier que la suite (o2p+1)nen est décroissante. (Indication : On pourra étudier le signe de
Sont1(a2n-1).)
(b) Soit (v, )men une suite de nombres réels qui converge vers un nombre réel /.

i. Soit e un nombre réel > 0. Justifier qu'il existe un entier naturel M tel que :

Vm e N, m> M = |Sp(vy) —e’™| < e.
ii. En déduire que la suite (Sy,(vm)),,cn cOnverge vers el.

(c) En déduire que la suite (ap41)nen diverge vers —oo.
Partie III.
Soit h la fonction de la variable réelle = définie par :
h(z) = ze! 2.

10. Etudier la fonction h. Représenter son graphe sur R.

11. Démontrer qu’il existe une fonction g de classe ¢ de | — oo, 1[ dans | — oo, 1] telle que :
Ve €] — 00, 1], hg()) = =

Représenter le graphe de g. L'étude précise de g n’est pas demandée.

12. Démontrer qu’il existe un unique nombre réel p tel que h(p) = —1.

1 1
13. Démontrer que p est dans l'intervalle ] 371 [

%'
14. Soit z un nombre complexe tel que : |2| < 1 et |ze' | < 1. Soit n un entier naturel.

Indication : on pourra utiliser le fait que In2 >

(a) Justifier 1’égalité :

+oo k
1— e ™Th(2) = (ze! %)™ Z %zk_".
k=n4+1

(b) En déduire que :
11— e ™T(2)| <1—e "Th(1).

(c) En déduire que T),(z) # 0.

15. Soit n un entier naturel impair > 3. Démontrer que o, est dans l'intervalle | — n, np|.

Partie IV.

Q2m+1
(2m+1)

16. Démontrer que pour tout nombre réel v et tout entier naturel n, on a:

Pour tout entier naturel m, on pose Y241 =

1 0
e “Sp(u) =1+ / t"e tdt.
n! J,
17. Soit m une entier naturel. On note n = 2m + 1. Justifier 1'égalité :
0 | -M
n:.e
/ h(t)"dt = o
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0

2m+1

18. En déduire que la suite ( / h(t)Qm“dt) est une suite convergente et expliciter sa limite.
v

meN

p

19. Démontrer que ( / h(t)2m+1dt> est une suite convergente et expliciter sa limite.
g

2m+1 meN

20. Déterminer un équivalent de ooy, 1.

Fin de I’énoncé
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