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La qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonne-
ments entreront pour une part importante dans I'appréciation des copies. L'usage des
calculatrices n’'est pas autorisé. Tout résultat fourni dans I'énoncé peut étre admis et
utilisé par la suite, méme s’il n’a pas été démontré.

Exercice I

1+ 2cos(2a) 2sin(2a)
2sin(2a) 1 — 2 cos(2
1. Montrer que A est semblable a une matrice diagonale. Déterminer les valeurs propres
et les sous-espaces propres de A.
2. En déduire exp(A).

1
On consideére la matrice A = 3 ( ) > ou a est un nombre réel.

Exercice 11

On note F I'espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1], a valeurs réelles. On note

|.||2 la norme définie sur E par :
1 3
wmz(/f@%Q.
0

1
on(p) = [ s,
0
1. Soit P un polynéme de R[X], montrer que :

1 s
/ P(t)dt+z’/ P(e")e?df = 0.
— 0

1

Pour tout f € E, on note

En déduire que

1 T
/ P(t)thS% / ()20,
0

—T
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2. Vérifier que, si f € E, alors

n

S an(f)? = / ( ak<f>tk> F(tydt.

k=0 k=0

En déduire que la série Z an(f)? converge et que l'on a
neN

S au(f)? <l f1:

n=0
3. On pose, pour f € E,

p(f) = <Z an<f>2> :

n=0
Montrer que p est une norme sur E. ( Dans cette question on pourra utiliser le théoréme
suivant : l'ensemble des fonctions polynoémes dense dans (E, ||.||«) )-
4. Montrer que p n'est pas équivalente a la norme ||.||2. On pourra considérer les fonc-
tions f,, définies, pour n > 1, par

1
N sixE[O,—{
. n

S [F R P

Probleme

On considére une suite de nombres réels (a,),en, u, u; deux nombres réels et on définit
la suite (u,),en par la relation de récurrence :

vn > 17 Up+1 = Up + Qp—1Up—1.

’Premiére partie‘

Dans cette partie on suppose u; > uy > 0 et pour tout n € N, a,, = " ot r €]0, 1].
1. (a) Montrer que la suite (u,),cy converge vers un réel [ strictement positif.

n—1

l
(b) Montrer que [ — u,, est équivalent a 1T quand n tend vers l'infini.

—r
2. En déduire que la série Z upz" converge si |z| < 1 et diverge si |z| > 1.

neN

3. On définit, pour z € [0, 1], f(z) = E u,z". Montrer que lim f(z) = +o0.
Tr—r
n=0

<l

’Deuxiéme partie‘

On suppose dans cette partie que la série Z a, converge absolument. On définit la

neN
suite (v, )neny pPar : vo = |ugl, v1 = |uy| et la relation de récurrence :

Vn > 1, Upe1 = vn + |an_1|vn_1.

MP1 Page 2/4 Prof: Med TARQI



1. Comparer |u,| et v, pour tout n € N.
2. Montrer que :
Vn>2 0< v, < vpel®=1l,

3. Monter que la série E (Upy1 — v,) CONVerge.
neN

4. En déduire la convergence absolue de la série Z(u”“ — u,) et la convergence de la

neN
suite (u,)nen-

‘ Troisiéme partie ‘

On suppose dans cette partie que Vn € N, a,, > 0 et que la série Zan converge. On
neN
note, pour (ug,u;) € R?, L(ug,u;) la limite de la suite (uy,)nex.
1. Montrer que la série Z a, est convergente.
neN

2. On définit I'application :

L: R? — R
(uwo,u1) +—— L(ug,uq)

Vérifier que L est une application linéaire.

Donner dim ker(L).

. Soit (ug,u;) € ker(L) tel que (ug,u1) # (0,0). Montrer que Vn € N, u,, # 0.
. Soit (ug,u;) € R? tel que (ug, u1) # (0,0). Montrer que

S W)

(ug,uy) € ker(L) < Vn € N, u,u,q < 0.

6. On prend (ug, uy) € ker(L), (ug,u;) # (0,0). On définit r,, = tn pour tout n € N.

n

(a) Montre que Vn € N*, r,, = Il _qeto< To < G-

Tn—1

(b) En déduire la convergence des séries Z T Z lu,| et Z Up.-

neN neN neN

‘Quatriéme partie‘

On suppose touyjours que Vn € N, a, > 0 et que la série Z a, converge. On consideére

neN
alors, pour tout n € N, I'application :
A, [0,400] — [0, 400]
x — Ay(x) = dn ,
14+

B, =Ay0Aj0..0A4, et a, = B,(0).
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o

1. Montrer que l'application A : =z — A(z) = Z 11 "
n=0

est définie et de classe € sur

[0, +o0].
2. Montrer que Vn € N, Vz € [0, 400 :

\B;(as)\ S Hakv
k=0

et en déduire que pour tout n € N*,

n
|an - an—1| S Hak-
k=0

3. Montrer qu’il existe un seul r, € R tel que Vu; € R, (—rou1,u;) € ker(L) et que ry est
strictement positif.

4. Montrer que la série E |ay,—1 — ay,| converge.
neN

Fin de I'énonceé
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