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MP — CPGE Mohamed VI-Kénitra

Année scolaire 21/22

Devoir surveillé n◦4
01/02/2022

Durée 4 heures

La qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans l’appréciation des copies. L’usage des calculatrices
n’est pas autorisé. Tout résultat fourni dans l’énoncé peut être admis et utilisé par la suite, même
s’il n’a pas été démontré.

• • • • • • • • • • •

Exercice I
On note

T =

{ (
a b
0 c

) ���� a,b, c ∈ R }
etT + le sous ensemble deT formé des matrices de coe�cients diagonaux strictement positifs.
1. Soit A ∈ T . Déterminer les puissances de A. Calculer exp(A).

2. Montrer que l’application exp : T → T + est une bijection.

Exercice II
Soit a un nombre réel non nul, soit la fonction f : R→ C dé�nie par f (t) =

1
t
eia ln(t).

1. Montrer que la suite de terme général zn = eia ln(n) est divergente.( on pourra utiliser un
raisonnement par l’absurde, en considérant les sous-suites (z2n )n∈N et (z3n )n∈N. )

2. En utilisant l’inégalité des accroissement �nis, montrer que ∀t ∈ [k,k + 1],

| f (t) − f (k)| 6
M

k2
(t − k)

où M =
√
a2 + 1.

3. Pour n ∈ N∗, on pose un = f (n) et vn =
∫ n+1

n
f (t)dt .

3a. Véri�er que ∀n ∈ N∗, |vn − un | 6
M

2n2
.

3b. En déduire que les séries
∑
n∈N∗

un et
∑
n∈N∗

un sont de même nature? Ses sommes partielles

sont-elles bornées?
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4. On admet le résultat suivant : Soit
∑
n∈N

unune série de nombres complexes dont les sommes partielles

Sn =
n∑

k=0
uk sont bornées, soit (an)n∈N une suite de réels positifs décroissante et de limite nulle. Alors la

série
∑
n∈N

anun converge.

Quelle est la nature de la série
∑
n>2

eia ln(n)

n ln(n)
?

Problème
L’objet de ce problème est l’étude de certaines fonctions dé�nies sur des espaces de matrices.
Dans tout le problème, on �xe un entier p ∈ N∗ et on note Mp(R) (respectivement Mp(C)
l’espace des matrices carrées à coe�cients réels (respectivement complexes) de taille p. Si i et j
sont deux entiers entre 1 et p, on note aij le coe�cient placé ligne i et colonne j dans la matrice
A. On rappelle que A0 = Ip . On note Tr(A) la trace de la matrice A.

1-Une norme d’algèbre sur Mp(R)
1. Montrer que, pour tout polynôme P ∈ C[X ], l’application fp : A 7→ P(A) est une fonction

continue de Mp(R) dans Mp(C).

2. Montrer que l’application (A,B) 7→ Tr(tAB) est un produit scalaire sur l’espace Mp(R).
Dans toute la suite du problème, on note ‖.‖ la norme associée à ce produit scalaire.

3. Pour tous entiers i, j entre 1 et p et toute matrice A = (aij)16i,j6p ∈Mp(R), comparer |aij | et
‖A‖.

4. Montrer que ∀(A,B) ∈Mp(R)
2,

‖AB‖ 6 ‖A‖.‖B‖.

5. Pour n ∈ N et A ∈Mp(R), comparer ‖An‖ et ‖A‖n.

2-Séries de matrices
Dans cette partie, on se donne une série de fonctions

∞∑
n∈N

anz
n où (an)n∈N est une suite de nombres

complexes. On suppose que cette série converge absolument sur la boule ouverte B(0,R) avec R
strictement positif, éventuellement égal à +∞.

1. Soit B =
{
A ∈Mp(R)

�� ‖A‖ < R
}
. Montrer que l’application φ : A 7→ φ(A) =

∞∑
n=0

anA
n est

dé�nie et continue sur B.

2. Soit A ∈Mp(R) une matrice non nulle telle que ‖A‖ < R.
2a. Établir l’existence d’un entier r ∈ N∗ tel que la famille (Ak)06k6r−1 soit libre et la famille
(Ak)06k6r soit liée.
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2b. Pour n ∈ N, montrer l’existence et l’unicité d’un r -uplet (λ0,n, . . . , λr−1,n) dans Rr tel que

An =

r−1∑
k=0

λk,nA
k .

2c. Montrer qu’il existe une constante C > 0 telle que :

∀n ∈ N,
r−1∑
k=0
|λk,n | 6 C‖An‖.

2d. En déduire que, pour tout entier k entre 0 et r − 1, la série
∞∑

n∈N

anλk,n > est absolument

convergente dans C.
2e. Conclure qu’il existe un unique polynôme P ∈ R[X ] tel que φ(A) = P(A) et deg(P) < r .
2f. Déterminer ce polynôme P lorsque

A =
©­«
0 −1 −1
−1 0 −1
1 1 2

ª®¬
et an =

1
n!

pour tout n ∈ N.

3. Trouver une condition nécessaire et su�sante sur la série de fonctions
∑
n∈N

anz
n pour qu’il

existe P ∈ R[X ] tel que A ∈Mp(R), φ(A) = P(A).

3-Deux applications
A – Première application : une formule de trigonométrie

matricielle
1. Rappeler l’énoncé du théorème permettant de faire le produit de deux séries de nombres

complexes.

2. Soit
∑
n∈N

An et
∑
n∈N

Bn deux séries absolument convergentes de matrices, c’est-à-dire telles∑
n∈N

‖An‖ et
∑
n∈N

‖Bn‖ convergent. Montrer que la série "produit de Cauchy"
∑
n∈N

(
n∑

k=0
AkBn−k

)
est absolument convergente et

∞∑
n=0

(
n∑

k=0
AkBn−k

)
=

(
∞∑
n=0

An

) (
∞∑
n=0

Bn

)
.

3. Pour (A,B) ∈Mp(R)
2 tel queA et B commutent, montrer que exp(iA) exp(iB) = exp(i(A+B)).
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4. Pour tout A ∈Mp(R), on pose

cos(A) =
∞∑
n=0
(−1)n

A2n

(2n)!
et sin(A) =

∞∑
n=0
(−1)n

A2n+1

(2n + 1)!
.

Montrer

∀A ∈Mp(R), cos(A)2 + sin(A)2 = Ip .

B – Seconde application : le théorème de Cayley-Hamilton
On �xe une matrice A ∈Mp(R).

1. Pour R assez grand, montrer que, pour tout θ ∈ R, la matrice Reiθ Ip −A est inversible dans
Mp(R), et que son inverse est la matrice

(Reiθ )−1
∞∑
n=0
(Reiθ )−nAn .

2. Montrer que, pour tout n ∈ N∗ et tout R assez grand, la matrice

1
2π

∫ 2π

0
(Reiθ )n(Reiθ Ip −A)

−1dθ

vaut An−1.

3. On considère le polynôme caractéristique

χA(X ) = det(XIp −A) =
p∑

k=0
akX

k .

Montrer que pour R assez grand :

χA(A) =
1
2π

∫ 2π

0
(Reiθ )χA(Re

iθ )(Reiθ Ip −A)
−1dθ .

4. En déduire que χA(A) est la matrice nulle. On pourra faire intervenir des comatrices.

Fin de l’épreuve
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