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DEVOIR SURVEILLE n°5
31/01/2023
Durée 4 heures

La qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour
une part importante dans 'appréciation des copies. L’'usage des calculatrices n’est pas autorisé. Tout
résultat fourni dans I’énoncé peut étre admis et utilisé par la suite, méme s’il n’a pas été démontré.

Exercice : R® est muni du produit scalaire canonique (.|.). @(R?) désigne I’ensemble des endomor-
phismes orthogonaux de R® et SO(R?) = { f e OR?) | det(f) =1 } Pour tout vecteur unitaire a de R®,
on désigne par o, I'’endomorphisme de R® défini par :

Vx € R®, o4(x) = 2(x|a)a — x.

1. 1a. Montrer que o, est une symétrie vectorielle différente de Idgs.
1b. Déterminer Ker(o, — Idgs) et Ker(o, + Idgs).
1c. En déduire que o, est la symétrie orthogonale par rapport a la droite Ra.
1d. Montrer que R* = Vect(a) @ Vect(a)*. Déterminer la matrice de o, dans une base orthonormée
de R®, adaptée a cette décomposition. En déduire que o, € SO(R®).

2. Soit r € SO(R®) et a un vecteur unitaire de R®. Montrer que r 0 0, 0 r™! = Or(a)-

3. Soit (u, v, w) une base orthonormée de R®. Montrer que oy © 0y = Oy

Probleme : Dans tout le probléme, on considére les notations suivantes :
¢ %3(R) lespace vectoriel des fonctions continues et bornées f : R — R muni de la norme ||.|| définie

par || flle = sup |f Gl

. ‘Kbl (R) I'espace vectoriel des fonctions continues f : R — R de classe % telles que f et sa dérivée f’
sont bornées. On munit cet espace de la norme N définie par N(f) = || flloo + ||l

e e la fonction constante sur R égale a 1.

e Pour une fonction f : R — R on définit sous réserve d’existence le réel :

1 +00 .2
Ir = — (t)e  zdt

et la fonction @y définie par :

+2

Xz too
Vx €R, Op(x) =ez / f(t)e zdt

Le but de ce probleme est d’étudier les propriétés du réel Ir et la fonction ®¢ pour les fonctions dans
%¢»(R) et €} (R).
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Partie I : Préliminaires

1. Calcul de I..

+00 2
Soit a = / e~ 7 dt et F la fonction définie par :
0

2
(1419 %

+00
A4 R = —dt
x €R, F(x) '/0 o

(a) Montrer que .# est continue sur R et que lim Z#(x) = 0.
X—+00

2
(b) Montrer que .% est de classe € sur ]0, +oo[ et que pour tout x > 0, .%'(x) = —ae 2 . En déduire
que, pour tout x € R,

R T
f(x)=—a/ ez dt+ —.
0 2

(c) Déterminer la valeur de a et en déduire que I, = 1.

2. Exemples de I¢

(a) Justifier que I'intégrale Ir converge pour toute fonction f € 43(R) et que |I¢| < || f|lco. En déduire
que

A = {fe%(R) ‘ [Oof(neézdt:o}

est un hyperplan fermé de 'espace 6;(R).

(b) On considére la suite de fonctions f;, : R — R définie par f; =e et f,,(x) = x*" pour tout n € N*,

Montrer que I, est bien définie pour tout n € N et déterminer une relation entre If, et I, . En déduire
(2n)!
que Iy, = Sl pour tout n € N.

(c) On considére la fonction f définie sur R par f(x) = cos(x). En utilisant le développement en
R 2n 9

X T
), montrer que Ir=e72.

(2n)!

série entiére de f (Vx € R, cos(x) = Z(—l)"
n=0

3. Etude de ..
(a) Soit f : R* — R une fonction continue telle que lim f(x) = [ € R. Montrer que f est bornée
X—+00

sur R™.

_t2

2 ez 1
(b) Montrer qu’au voisinage de +oo0 on a e T ~ P'(t) ou ¥(t) = - En déduire que ®e(x) ~ —.
+00 too X

(c) Justifier I'existence de deux constantes réelles M et M’ telles que pour tout x € R*
|Pe(x)| < M et |xPe (x) < M|
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Partie II : Un endomorphisme de %3(R)

4. Soit f une fonction de 6} (R).
(a) Montrer que ®¢ est bien définie et que pour tout x € R”,
|7 ()] < M| fllo et [x@(x)] < M| flleo

(b) On suppose dans cette question seulement que f € JZ.
Soit f la fonction définie sur R par f(x) = f(—x) pour tout x € R. Montrer que pour tout x € R,
Qr(—x) = —CDJ;(x). En déduire que pour tout x € R

|2 ()] < Ml fllo €t [x@p ()] < M'[| flloo

Dans la suite, on désigne par Ty = &¢_; . pour tout f € ¢},(R), c’est-a-dire, pour tout x € R:

x o Tp(x) = T / (F() - Ie+ dt.

X

5. Montrer que |T¢(x)| < 2M||f]| pour tout x € R et déduire que I'application T : f + Ty définit un
endomorphisme continu de %3(R).

6. Soit f € Gy(R).

(a) Montrer que Ty est de classe %" sur R et que sa dérivée TJZ vérifie pour tout x € R,
Tjﬁ(x) = xTr(x) = f(x) + If.
(b) Résoudre, a I'aide de Ty, I'équation différentielle
y =xy— f(x)+1r.

7. Justifier que |Tj§(x)| < 2(M"+1)|| flleo pour tout x € R et pour tout f € €;(R). Déduire que Ty € %bl(R)
pour tout f € 6,(R).
L’endomorphisme T est-il surjectif? Justifier la réponse.

Partie III : Etude spectrale de T

On se propose dans cette partie d’étudier 'endomorphisme T.

8. Montrer que 0 est une valeur propre de T et déterminer le sous-espace propre associé.

9. Montrer que toute valeur propre A de T vérifie |A| < 2M.

1
10. On fixe une fonction h € %3 (R) et un réel A vérifiant |A| < Ml On se propose de montrer qu’il

existe une fonction f € %3 (R) vérifiant ’équation intégrale suivante :

Vx € R, h(x) = f(x) - Ae / (F() - Ipe ™ de (1)

X
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On définit I'application S par S(f) = h + ATy, pour tout f € €,(R).
(a) Montrer qu’il existe k € [0, 1[ tel que pour tous f,g € €,(R) ona:
Vx € R, [S(f)(x) = S(@)X)] < Kl f = glleo-

On définit la suite de fonctions (fy,)nen par fo = 0 et frr1 = S(fn)-
(b) Justifier que pour tout réel x et pour tout n € N on a, | f;,+1(x) — fn(x)| < k"||h||c. En déduire que

la série Z( fa+1 — fn) converge uniformément sur R, on note f sa somme.
neN
(c) Montrer que f vérifie I'équation (1).

Partie IV : Restriction de T a 6, (R).

11. Montrer que si f € ‘Kbl (R) alors Ty est de classe %* sur R et exprimer, pour tout réel x sa dérivée
seconde TJZ’(x) en fonction de xTJi(x), Tr(x) et f'(x).

On admet dans la suite Pexistence d’un réel C; et que pour toute fonction f € Cfbl (R)
Vx € R, |xTJZ(x)| < CIN(f).
12. Soit C = max(2M, 1) + C;. Justifier que pour toute fonction f € ‘gbl (R),
IT/(0)| < CN(F).
En déduire que pour toute fonction f € ’%(R) et pour tous réels x,y € Rona:
IT/(0) - T/(w)| < CN(f)lx -
et

CN(f)
2

I Tr(x) = Tr(y) = (x = T{(y)| < (x =y
Partie VI : Application ( pour 5/2)

Dans la suite (Q, .27, p) désigne un espace probabilisé et (X, ),en+ une suite de variables mutuellement
indépendantes suivant chacune la loi uniforme sur {-1, 1}, c’est-a-dire pour tout n € N7,

P0G = 1) = plXy = 1) = .

S
OnposeS, =X;1+Xo+ ...+ X, et M, = \/—ri pour tout n € N*,
n

13. Déterminer 'espérance E(M,,) et la variance de V(M,,) de la variable aléatoire M,,. En déduire que

1
pour tout € > 0, p(|M,| > ¢) < =

14. Justifier que S,(Q) = {2k —n | k € [0, n]] } et que

1 n!
n:2 — = —
PSn=2k=n) = =Rl

15. Dans la suite, on se propose de démontrer que pour toute fonction f € %bl (R),

Jim E(f(0,) = = [ roeta

X;

N

On fixe f € %;(R) et n € N*. Pour tout i € [[1, n]] on définit la variable aléatoire M,, ; = M, —
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16. En utilisant (0.4), montrer que pour tout i € [[1, n]],

X? CN(f)
’Xin(Mn) = XiTp(Mp,i) — \/_%Tf(Mn,i) < an X1
En déduire que
1 / CN(f)
‘E (XiTr(My)) — N (Tf(Mn,,-)) <=
17. Montrer alors que
1\ CN(f)
E (M Ty (M) = — 3" B (/M )| < =2,
( n f( n)) n - f( n,z) 2\/5
18. En utilisant I'inégalité (03), montrer de méme que
, LN o (g CN(f)
E(Tf(M,,))—;;E(Tf(M,,,,-)) <
déduire que Jim B = —= [ e
19. En déduire que lim E(f(M,)) = — t)ez dt.
q 00 f n \/ﬂ o f
20. Etablir que
lim ii Ckcos (7‘[ (2_1 - \/ﬁ)) = e_T’r2
n—oo 20 P n \/ﬁ )

Fin de I’épreuve

LAWA2
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