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La qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans 'appréciation des copies. L'usage des calculatrices
n’est pas autorisé. Tout résultat fourni dans I'énoncé peut étre admis et utilisé par la suite, méme
s’il n’a pas été démontré.

Exercice I

On considere dans .#3(R) 'ensemble suivant :

1
G={M=]|0 (x,y,z) € R?
0

S = X
— N e

1. Montrer que G est stable dans (.#3(R), X).
2. Montrer que G est un sous-groupe de (GL3(R), X).

3. Déterminer 'ensemble C défini par :

C={AeG|VMeG AM=MA}.

Exercice II

On rappelle que le groupe spécial linéaire SLy(R) est le groupe des matrices réelles 2 x 2 de

déterminant 1 : SL,(R) = { (ccl Z) € M>(R) | ad —bc =1 } Soit H={ze€ C|Imz>0}. Pour
toute matrice M = (ccz Z) € SLy(R), on considere I’application ¢, définie par :

ov: H —H
az+b

cz+d

z

Une telle application s’appelle une homographie.
On note G I'ensemble des homographies, i.e.

G={om|MeSLR)}.
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1. Soit M € SL;(R). Montrer que ’application ¢, est bien définie et vérifie oy = @ar © N
pour tous M, N € SLy(R).

2. En déduire que G est un groupe pour la composition o, que M — ¢, est un morphisme de
groupe. Montrer que ¢, est bijective et donner une expression de sa réciproque.

3. Montrer que G est engendrée par les fonctions de la forme

1
Zb> ——,z z+t z kz
z

out€Retk > 0.

cosf —sinf
sinf cos0
donnée par 6 — ry est un morphisme de groupes. Déterminer son noyau.

4. Pour 0 € R, on pose Rg = ( ) et rp = @g,. Montrer que I'application y : R — G

Probléme

On note E 'espace vectoriel des fonctions de classe € sur R a valeurs dans R. On note D
I'application définie sur E, et a valeurs dans E, qui a toute fonction f de E associe D(f) = f”, sa
dérivée, ainsi que Id I'identité de E, vérifiant Id(f) = f pour toute application f de E.
Dans la suite du probléme o désigne un réel non nul et on note F,, I’ensemble des fonctions de
E de la forme

x > P(x)e®™ + Q(x)e”**

ou P et Q sont des polynomes de degrés inférieurs ou égaux a 1. On note id,, 'application
identique sur F,,.

1. 1a. Montrer que F, est un sous-espace vectoriel de E.

1b. On considére les fonctions suivantes :

a ax

fiixr— e, frixr—o xe™, fiixr—o e ™, fiixr— xe”

Montrer que la famille % = (fi, f2, f3, f1) est une base de F,.
On note D,, la restriction de D a F,, c’est a dire 'application définie sur F,, qui a toute
fonction f de F, associe D, (f) = f, sa dérivée.

2. 2a. Montrer que D est un endomorphisme de E. Déterminer son noyau et son image.
2b. Montrer que D,, est un endomorphisme de F,.
2¢. Déterminer M,, la matrice de D,, dans la base %.

2d. Montrer que la matrice M, est inversible.
3. Soit A un réel. Déterminer en fonction de A le rang de 'endomorphisme D? — Aid,,.

4. 4a. Déterminer une base du noyau de D? — %id, et une base de I'image de D? — a’id,,.

4b. Déduire de 4.(a) que pour tout f de Fy, on a Iégalité :
(D? - a?idy)*(f) = 0.

4c. Montrer que D — 2a°D, + a*id, = 0 et en déduire D"

5. 5a. On se place désormais dans E. Résoudre sur R I’équation différentielle :

y'(x) - a’y(x) = 0.
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5b. Déterminer le noyau de D* — a’Id.

5c. Montrer que pour toute application f, appartenant au noyau de (D* — a*Id)?, il existe un
couple de réels, (11, A3), tel que (D* — a*Id)(f) = A fi + A3 f3, puis que 'application
A A3
g=f-5 fot5 fa

appartient au noyau de D* — @*Id. En déduire le noyau de (D* — a*Id)*.

. Résoudre sur R I’équation différentielle :

y W (x) - 2a%y" (x) + a*y(x) = 0.

ot 'on note y la dérivée quatriéme de la fonction x — y(x).

. Soit & I’équation différentielle définie sur R par :

yB(x) - 20" (x) + y(x) = x> — 12x + 2.

7a. Montrer que & posséde une solution polyndmiale et la déterminer. On notera par la suite
fo, cette solution polyndmiale.

7b. Soit f une solution de & ; montrer que f — f; est un élément du noyau de (D? — Id)* et
en déduire ’ensemble des solutions de & sur R.

FIN DE L’EPREUVE

PAGE 3/[3 W

/




