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Durée 2 heures

La qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour
une part importante dans ’appréciation des copies. L'usage des calculatrices n’est pas autorisé. Tout
résultat fourni dans I’énoncé peut étre admis et utilisé par la suite, méme s’il n’a pas été démontré.

Exercice I
Soit f : R — R lapplication définie par :

x+1
2

Vx € R, f(x)=E(g)+E( )—E(x)

1. Montrer que f est 1-périodique.

+1
2. En déduire que, Vx € R, E (g) +E (XT) = E(x).

3. Pour tout x € R et tout n € N, on pose

x + 2k
2k+1

up(x)=E (
Montrer que la série de fonction Z u, converge simplement sur R et calculer sa somme.
neN

Exercice II

1. aet b étant deux réels tels que a < b, soit f une application de classe 4 de [a, b] dans R. On pose, A
étant un réel :

b b
I(A) = / f(x)cos(Ax)dx, J(A) = / f(x) sin(Ax)dx.

Montrer que I(A) et J(4) ont une limite nulle lorsque A tend vers +co.

2. Déterminer deux réels fixes u, v tels que, quel que soit Uentier strictement positif n, on ait I’égalité :
1 T
= = / (ux + vx) cos(nx)dx.
n 0

3. On pose :
n
S = 1
n — _E-
k=

A Taide de la question précédente, exprimer S, sous forme d’intégrale.
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Calculer ( par exemple en utilisant I’exponentielle complexe ) une expression simple de :

n

Z cos(kx).

k=1

En introduisant une fonction f convenablement choisie, et appliquant le résultat de la question 1),
déterminer lim S,,.

n—oo

Les candidats sont invités a vérifier trés soigneusement que la fonction f introduite est bien de classe
€ sur [0, 7].

. 4a. Déterminer tous les entiers strictement positifs n possédant la propriété suivante :

(P;)  «E(«/n) divise n »
Il sera commode de poser E (Vn) = k ( E(x) désigne la partie entiére de x ).
On appelle I 'ensemble des entiers ayant la propriété (P,).

1
4b. Montrer que la famille (—) est sommable. Calculer sa somme ( le résultat s’exprime simplement
n

nel
al’aide de ).

Exercice III

On considére la suite de fonctions (f;),en sur [0, 1] définie par :

xn

V1—-n+n?

fuix€[0,1] - (-1)"

. Montrer que la série de terme général f;, converge simplement sur [0, 1] et que sa somme F est continue

sur [0, 1[. Calculer / | f(x)|dx et montrer que la série numérique Z / | fu(x)|dx converge.

neN

. Montrer que

[Fert S
(R 1-n+n? 0 (n+1)V1—-n+n?

. Montrer que la série de terme général | f,,(1)| ne converge pas. Montrer que la série de terme général | f, |

converge uniformément sur tout segment de [0, 1[. Montrer, en utilisant cette convergence uniforme,
que :

/ m Z/m Z(n+1)m

Exercice IV

1. Soient n un entier strictement supérieur a 1 et a €]0, +oo[. Montrer que la fonction J, définie sur

I = [a, +oo[ par

() = /+°° tsint
0

(t2 + x2)n

est continue sur I.
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2. La fonction J; définie sur I par

est-elle continue sur I ?
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*t® tsint
ﬁw:/ tsint g
0

12 + x2

3. Montrer que sin > 1, la fonction J, est de classe € sur [ et vérifie la formule

aJ
2 ) = 2y o).
X

4. (Facultatif ) A I'aide d’intégration par parties, établir pour tout n € N* et tout x €]0, +oo[ la relation

Jn(x) + 2n(2n = 1) Jur1(x) — 4x°n(n + 1) Jps2(x) = 0

et vérifier que J, est solution de I’équation différentielle

xy” +2(n—1)y" —xy =0.

FIN DE L’EPREUVE
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