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DEVOIR SURVEILLE n°1
01/10/2024
Durée 3 heures

La qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans 'appréciation des copies. L'usage des calculatrices
n’est pas autorisé. Tout résultat fourni dans I'énoncé peut étre admis et utilisé par la suite, méme
s’il n’a pas été démontré.

NOTATIONS ET RAPPELS.
Soit n € N*, (a, b) € Z?%, on dit que a est congru 4 b modulo 7, et on note a = b[n] si et seulement
si n divise b — a.
Pour (a,b) € Z* X Z*, on note a A b = pged(a, b) et a V b = ppcm(a, b).
On note Z/nZ I'ensemble quotient de Z par la relation = [n]. Z/nZ est un ensemble fini, a n
éléments : Z/nZ = {6,1 .on—1 }
On définit les deux lois de composition interne usuelles dans Z/nZ, notées + et . par :
V(x,y) €Z° X+ =x +yetX.y = xy.
Il est facile de montrer (non demandé) que (Z/nZ, +, .) est un anneau commutatif.

- PREMIERE PARTIE -

1. Lister les éléments inversibles (en précisant leur inverse) de Z/6Z et ceux de Z/13Z.
2. Soitp € N*\ {1,2,3,4}. Montrer que si p et p + 2 sont premiers, alors p = —1[6].
3. Montrer que le polynéme X? — 5 est irréductible sur Z/13Z[X].

- DEUXIEME PARTIE -

Soit (A, *, ¢) un anneau d’élément unité 14, onnote U(A) = {a € A| Ic € Atelqueaoc=coa=14}
I’ensemble des éléments inversibles de A.
1. Montrer que (U(A), ¢) est un groupe.

2. Montrer en utilisant le théoréme de Bezout que le groupe U (Z/nZ) est 'ensemble :
V={aeZ/nZ|arn=1}.

3. Pour n € N* montrer que I’ensemble des diviseurs de zéro de Z/nZ est 'ensemble :
D={aeZ/nZ\{0}|ann#1}.
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- TROISIEME PARTIE -

On note K3 'ensemble Z/13Z X Z/13Z que 'on munit des lois de composition suivantes :
(y) & (.y) = (x+x"y+y)
(r.y) o (x',y) = (xx’ + 5y, xy’ + X'y)

Pour o € Kj3, on note ad=aea.

1. Montrer que (Ki3, ®, ®) est un corps commutatif a 169 éléments.

2. Soit Hy3 = { (x, 6) € Z/13Z.xZ/13Z } un sous-ensemble de Ki3. Montrer que (Hi3, ®, ®) est

un sous-corps isomorphe a (Z/13Z, +, .).

3. Désormais, on identifie H3 et Z/13Z en identifiant x et (x, 5). Trouver les éléments a de K3

tels que a® = 5 et factoriser X* — 5 dans Ky3[X].
- QUATRIEME PARTIE -

Soit (G, .) un groupe commutatif fini, x un élément de G, on note o(x) l'ordre de I’élément x de
G.

1. Soit x € G, I € N* tels que o(x) = I. Vérifier que x ™ (: xl_l) est aussi d’ordre /.

2. Soient maintenant a et b deux éléments de G d’ordre m et n respectivement. Montrer que si
m A n =1, alors o(a.b) = mn.

3. Montrer que, méme si m et n ne sont pas premiers entre eux, il existe ¢ dans G tel que
o(c)=mV n.
On pourra remarquer que ce ppcm s’écrit m’.n’, avec m’ divisant m, n’ divisant n, et m’ et n’
premiers entre eux.

4. Considérons le ppcm r des ordres des éléments de G. r est parfois appelé 'exposant de G,
c’est le plus petit n € N* tel que x" = 1, Vx € G. Montrer qu’il existe ¢ € G, tel que o(c) = r.

5. Soit (F, +, .) un corps commutatif et (G, .) un sous-groupe fini de (F”,.), montrer que G est
cyclique.

6. On note Kj; = K3\ { (6, 6) }. Déterminer les 48 générateurs du groupe (Kj;, o).

FIN DE L’EPREUVE
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