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Durée 2 heures

La qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans 'appréciation des copies. L'usage des calculatrices
n’est pas autorisé. Tout résultat fourni dans I’énoncé peut étre admis et utilisé par la suite, méme
s’il n’a pas été démontré.

Exercice 1:

1. 1a. Enoncer le théoréme fondamental du cours sur les séries absolument convergentes et en
donner une démonstration de votre choix. ( On ne demande qu’'une seule démonstration ).
1b. Soit E u, une série numérique. Si la série E |un| est divergente, peut-on en conclure

neN neN

que Z u, est divergente ? Justifier votre réponse par un exemple simple de votre choix.
neN

1c. Soient Z u, et Z v, deux séries numériques telles que u, ~ v, pour n infini. Peut-on en
neN neN

conclure que ces séries sont de méme nature ? Justifier votre réponse par un exemple simple.

2. Soit Z fu (n > p) une série de fonctions convergeant simplement sur un domaine D de R

neN
ou de C. On note F la fonction somme :

F(x) = an(x), Vx € D.

n=p

2a. Quelles hypothéses supplémentaires suffit-il de faire pour pouvoir conclure que F est
continue sur D? Ces hypothéses sont-elles aussi nécessaires ?

2b. D étant un intervalle de R ( non vide et non réduit a un point ), quelles hypothéses
supplémentaires suffit-il de faire pour pouvoir conclure que F est dérivable sur D et que

Fl(x) = fix)?
n=p

Ces hypotheéses sont-elles nécessaires ?
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2c¢. Expliquer ce que signifie 'expression « la série de fonctions Z fn converge normalement
nzp
sur D ». Quel est 'intérét de cette notion de convergence normale ?

Exercice 2

1. Etudier, au point de vue de la convergence, la série E u, dans les cas suivants :

nzny
1 0
la. u, = —,np=0(0"=1);
nn
1b. 1 0
. U, = ———, ny =0;
" ch(n?) 0

1
le. up = — In(n), ng = 2 (A réel strictement positif donné);
n

1d. u, =nln(n) —nln(n+ 1) + 1.

2. Soit  un réel strictement positif fixé. On se propose d’établir la convergence de la série Z Un

neN
de terme général :

U, = ————, n€N.

[E(n)]”
( On rappelle que, pour x € R, E(x) est la partie entiére de x, c’est-a-dire I'unique entier a tel

que a < x < a+ 1 d’autre part, si p € N*, p! (factorielle p ) est le produit de tous les entiers
compris entre 1 et p, on fait la convention 0! = 1).

2a. Examiner le cas > 1.

, 1
2b. On suppose que 0 < o < 1. Montrer alors qu'on peut se ramener au cas ol @ = — avec q
entier supérieur ou égal a 2.

1
Désormais, dans tout ce qui suit, on suppose @ = — (g€ N, g > 2).
q

2¢. Pour p € N* fixé, montrer que m! > m? si m est un entier suffisamment grand ( c’est-a-dire
pour tout m > my, avec m, fixé ).

2d. Conclure.

Probleme : Soit o un réel strictement positif fixé.

On consideére la série de fonctions E fn définies sur R par
neN*

1
fulx) = r arctan(n®x).

1. 1a. Si0 < @ < —, montrer que la série Z fn(x) est divergente en tout point x de R".

neN*

DN | =
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1
1b. Sia > 2> montrer que la série Z f» converge uniformément sur R et en déduire que la

neN
fonction somme F, est continue sur R.

1
Dans toute la suite au probleme on suppose a > 2 et on note F, la fonction somme définie

par:

o 1
Fu(x) = Z o arctan(n®x), Vx € R.

n=1

. 2a. Montrer que F, est continiment dérivable sur R* et que la fonction dérivée F, est la

somme d’une série de fonctions que I'on précisera.

1
2b. Soit k € N*. Pour |x| < @ trouver une minoration simple de f;(x).

1
2¢. Soit n € N*. Pour x,, = ——, montrer que :
(2n)*
2n 1-«a
n
/
Z Je(xn) 2 Sarl

k=n+1

1 - . . .
Si 2 < a < 1, la série de fonctions Z f., est-elle uniformément convergente sur R*?
neN

. On pose I =]0, 1].

R 2n+1
3a. Pour t € [, montrer que arctan(t) = Z un(t) avec u,(t) = (—1)"

n=0

pour toutn € N
2n+1

ettoutt € I.
3b. Soit (Sy)nen la suite de fonctions définies par :

n

Su(t) = Z uk(t) pour tout t € I.
k=0

Montrer que, Vt € I, la suite n — S,,,1(t) est strictement croissante et en déduire que :

arctan(t) > Sop1(t), Vn € NetVt € 1.

2
3c. Pour t € I, montrer que arctan(t) > gt. Cette inégalité est-elle encore vraie au point
t=17?

1
. 4a. Soit n € N*. Pour 0 < x < —, montrer que :
n

2x v 1
PQ(X) > Tg'gé; Ezn

1
4b. Si 2 < a < 1, F, est-elle dérivable au point 07

4c. Sia > 1, montrer que F, est dérivable au point 0. Que vaut F,(0)?

FIN DE L’EPREUVE
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