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04/02/2025
Durée 4 heures

La qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté et la précision des raisonnements
entreront pour une part importante dans I’appréciation des copies. L'usage des calculatrices

b . ’ ’ . 37 ’ A . o1 ’ . A
n’est pas autorisé. Tout résultat fourni dans I’énoncé peut étre admis et utilisé par la suite, méme
s’il n’a pas été démontré.

PROBLEME 1

On désignera dans tout le probléme par :
- Mnp I'espace des matrices réelles a n lignes et p colonnes. On note 0,, la matrice nulle.
- My, ensemble des matrices réelles carrées d’ordre n. On note 0, la matrice nulle.
- 'M la transposée d’une matrice M.

- 7, le sous-ensemble de ., constitué des matrices symétriques d’ordre n, c’est a dire les
matrices A qui satisfont ‘A = A.

- I, la matrice identité d’ordre n.
- (X]Y) le produit scalaire de deux matrices colonnes.

On rappelle que pour toute matrice A de .#,, et tout couple de matrices colonnes (X, Y) ou
X € My, etY € M), 'identité suivante est satisfaite :

(AX|Y) = (X['AY)

Définition : Si A et B sont deux matrices de ., on dit que A est plus petite que B pour l'ordre de
Lowner, et on note A < B, si la matrice B — A est positive. On notera A < B si B — A est définie
positive.

On suppose dorénavant que A est une matrice symétrique réelle d’ordre n.

I. Matrices positives

1. Montrer que si A est positive, alors pour toute matrice réelle M € .#,, ,, la matrice ‘MAM est
symétrique positive.
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2. Montrer que toutes les puissances entieéres d'une matrice symétrique positive A sont positives.

3. Si A est définie positive, montrer qu’il existe une matrice C, symétrique définie positive telle
2
que C° = A.

4. Si A et C sont symétriques définies positives et C* = A, montrer que, pour toute valeur propre
Ade A ona:

Ker (A — AI) = Ker (c - \/II,,)

5. En déduire que si A est définie positive, il existe une unique matrice symétrique définie
positive C telle que C* = A et que dans toute base orthonormale de vecteurs propres de A, la
matrice C est diagonale.

On notera désormais C = A'/2,

6. On suppose A définie positive. Montrer que A est inversible et qu’il existe une unique matrice,
notée A™V/2, symétrique définie positive telle que ATVZATV2 2 A7

-1
7. Prouver que (Al/z) =AY,

II. Ordre de Lowner

1. Montrer que 'ordre de Lowner est une relation d’ordre sur .7,

2. Soit B € ., avec A < B. Montrer que pour toute matrice réelle C € .#,,, la relation
‘CAC < 'CBC est vérifiée.

3. Montrer que si I, < A alors A est inversible et A~ < I,,.
4. En déduire que si 0, < A < B alors B est inversible et que B! < A™".

5. Donner un systeme de conditions nécessaires et suffisantes portant sur les réels a, b et ¢ pour

d

6. On considére les deux matrices suivantes :

a b 2a 0
D_(b 1) etB—(0 2)

Montrer qu’il existe des réels a et b de sorte que 0, < D < B mais que D* £ B,

PROBLEME 2

) a by . L
que la matrice D = (C ) soit positive.

Dans tout le probléme, a est un nombre réel et a est un nombre complexe non nul de partis réelle
positive ou nulle.

-I-

Dans cette partie le réel @ n’est pas un entier relatif. On définit une application g de R dans R de
période 27 par g(x) = cos(ax) pour tout x € [—, 7].
On admet que g est continue et de classe ¢! par morceaux sur R, et que

sin(ar) [1  — , 20 cos(nx)
Vx e R, g(x) = ——— _+Z(_l)ﬁ .
Vs a a’—n

Montrer que la série au deuxiéme membre est normalement convergente sur R.
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Dans cette partie, a €]0, 1.

1 ,a-1 +oo La—1
_ X x
1. Montrer que les intégrales I(a) = / dx et J(a) = / dx sont convergentes et
0o 1+x 1 1+x
que J(a) =I(1 - a).
2. Montrer que, pour tout entier naturel N,
a+N

1 a1 N 1 ) N 1,
dx = —-1)" anldx + (-1 —dx.
/0 1+x nzz;)( )/Ox + /01+xx

a+N

1
3. Montrer que / ! dx tend vers 0 quand N tend vers +oo.
0

4. Montrer que

+ X

1 a—-1 & n
X -1
/ dx = E ( ).
o 1+x ‘L atn

5. Montrer que

+oo La-1 o
X 1 2a
dx = — + -1)" .
/0 1+x o ;( )az—nz

+00 xa—l T
6. Montrer que dx = — )
o 1+x sin(ar)

-111-

Dans cette partie, @ € R}.

a—1

+00
1. Montrer que I'intégrale / e *'dt est absolument convergente pour tout x € R}.
0

t+a

Dans toute la suite du probléme, on considere la fonction complexe de variable réelle f,
+oo sa—1
t

définie sur R} (au moins ) par f,(x) = / ——e ¥t
0 t+a

(la notation f; sous-entend donc le paramétre a introduit au début du probléme )
2. Montrer que f, est dérivable sur R} et que f, = —fy+1.

3. fy estelle de classe € sur R} ?
+0o0

4. Montrer que l'intégrale t*'e~'dt est convergente et strictement positive. On pose dans

+00
['(a) = / t* te7tdt.
0

r
5. Montrer que, pour tout x € R}, afy(x) — fo(x) = (Z{)_
X

toute la suite du probleme

I'a
6. Montrer que, pour tout x € R}, |fx(x)| < Qx_“.

al
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" dt est convergente et que, pour tout x € Ri,

+00
e
7. Montrer que I'intégrale /
1

—at

fulx) = T(@)e™ / ¢ _ar.

ta
-1V-

Dans cette partie, a €]0, 1], la notation f;, est introduite en II.1. et la notation I'(«) en IIL6.
1. Prouver l'existence de f,(0).
2. Montrer que, pour tout x € R,

ua—l

Ful0) = folx) = 61 /0 (1 e)du.

u+ ax

I'(a)

+00
3. Montrer que l'intégrale / u*"%(1 — e7)du est convergente et vaut N
0

4. Montrer que, pour tout x € Ri,

L(@) 1-a
[fal0) = falo)l < T x"7
-a
5. Montrer que
+00 tG{—l +00 e—at
/ dt =T'(a) / dt
0 t+a 0 t*

6. Montrer que I'()['(1 — ) = — .
sin(ar)

1
7. Que vaut I’ (5)7
¢ Vr
5

+00
2
8. Montrer que I'intégrale / e”" du est convergente et vau
0

400 La—1
9. Calculer / " -dt ( séparer les parties réelles et imaginaires et utiliser I1.6 )
0 —1

it

+o00
10. En déduire que / f«_adt =T(1- a)ei%(l—a)'
0

+00 +00 -
cost sint
dt et —dt?

oVt o Vi

+o0 +0o
12. Montrer que les intégrales / cos(x?)dx et / sin(x?)dx sont convergentes et valent
0 0

1 |n
toutes deux —, [ —.
2V 2

11. Quelles valeurs obtient-on pour les intégrales

FIN DE L’EPREUVE
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