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Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le
résultat d'une question non résolue s'ils I'indiquent clairement sur la copie.

Exercice 1

On considére les deux fonctions f; et f, définies sur R? par:

filz,y) =22 4+y+1 et folz,y)=z+y*+1

puis la fonction F' définie sur R? par :

F(a,y) =5 [(Al@9))? + (falz,9))?] -

DO =

1. Justifier que F est de classe ¢ sur R? et calculer ses dérivées partielles premiéres.

2. Montrer que le systéme d’équations qui permet de déterminer les points critiques de F'
peut se mettre sous la forme

203 4 2zy +3x+9y>+1=0
(z—y)(22° + 22y +2y*> —2 —y+3) =0

3. On considere dans cette question la fonction f définie sur R? par :

1
f(a:,y):2x2+2xy+2y2—x—y+6.

a) Dire pourquoi f n’est pas une forme quadratique.
1 1
b) Onpose X =z — 8 etY =y — o puis ¢(X,Y) = f(z,y).

i. Montrer que q est alors une forme quadratique en (X,Y).
ii. Réduire la forme quadratique ¢ par la méthode de Gauss.
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iii. Etablir, pour tout (z,y) € R?, I'inégalité :

202 + 2zy +2y°> —x —y +3 > 0.

-1 -1
4. En déduire que I'unique point critique de F' est (7, 7) .

5. Déterminer en tout point (z,y) € R? la hessienne de F, et en déduire que F présente un

minimum local en —1 -1
272 )

Exercice 11

On désigne par A,, = (ai;)1<i j<n les (n, n) matrices réelles telles que a;; = inf(i, j), 1 < 7,5 < n.

1. Montrer que A,, posséde n valeurs propres réelles, distinctes ou confondues, dont aucune
n’est nulle.

2. Soit I, la (n,n) matrice unité. On pose P, (x) = det(l,, — zA,).

a) Vérifier la relation P, (z) = (2 — z)P,—1(x) — Py_2(z).
b) Posant x = 2 — 2cos(26), on écrit P,,(2 — 2cos(20)) = Qn(0).
o cos(2n + 1)6
Vérif n() = ———.
érifier que Q,,(9) p—
¢) En déduire les valeurs propres de A,,.

3. Dans l'espace vectoriel R" rapporté a sa base canonique la matrice A,, représente une
forme quadratique ¢. En utilisant ce qui précede, montrer que ¢ est une forme définie
positive.

Retrouver ce résultat en utilisant une décomposition de Gauss, qui fait intervenir les
polynomes de la forme : {, = xf, + 2p+1 + ... + 2.

Probleme
(_1 k—1 7T2
On admet que la somme de la série de terme général gz k > 1 existe et vaut 13"

I. TRANSFORMATION D’ ABEL

P
1. On considere deux suites de nombres réels (ay,)n>1 et (by)n>1. On pose alors A, = > a;
n =1
et Sn = Z albl
i=1
Etablir la relation :

Sp=> Ai—1(bi—1 — b;) + Apby,.
i—2
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2. On suppose que les suites de la question précédente satisfont simultanément aux condi-
tions suivantes :
e il existe un réel M > 0 tel que pour toutp > lona:|A4,| < M;
e la suite (bn)n21 est monotone et converge vers zéro.
Montrer que pour toutn > 1 et pour toutp > Oona:

|Sn+p — Sp| < 2M b

et en déduire que la série numérique dont le terme général est le produit a,b, est
convergente.

3. On rappelle qu'une série de terme général u,, est alternée s’il existe un entier naturel ng
tel que pour toutn > ng on a up,4+1 < 0.
Déduire de ce qui précéde qu'une série alternée de terme général u,, tel que la suite de
terme général |u,| est décroissante et converge vers 0, est une série convergente.

4. Soit les fonctions de la variable réelles = définies pour tout entier n > 0 par :

(-1

n(E

fon: xr— fu(x) =

a) Pour quelles valeurs de x la série de fonctions de terme général f,, est-elle : conver-
gente ? absolument convergente ?

b) A quelle condition doit satisfaire x; pour que la série de fonctions de terme général
fn soit normalement convergente sur tout intervalle [z, x2] Vérifiant x; < x2?

II. APPLICATION A L’ETUDE D’UNE SERIE TRIGONOMETRIQUE

1. Soit n entier strictement positif et = # 2k avec k € Z. Etablir les formules :

_1 psin(2n+ 1)E

__I__i'
2 2 (f) ’
sin ( 5

[\

(1) Z cos(kx) =
k=1

(2) Z sin(kx) = sin(n +1)= 2

n(5)
— sin | —
k=1 5
2. k étant entier naturel, n étant entier strictement positif et s étant réel, on définit, pour
x # 2k, les fonctions réelles g, et h, respectivement par :

N8

I
Gn: x+— gpl(z) = - sin(nz);

1
hp @ — hy(x) = - cos(nzx).

Déduire de ce qui précede les valeurs de s pour lesquelles les séries de terme général
respectif g,, et h,, sont simultanément simplement convergentes sur I’ensemble de défini-
tion de ces fonctions.
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3. k étant un entier naturel, on définit, pour tout = # 2k, la fonction réelle y,,, de la variable
réelle z, par :

sin(kx).

| =

n
Yn :E»—>yn(:v)zz
k=1

a) Déterminer des expressions v, (x) et w,(z) telles que :

T—x 1

(3) yn(z) = 5 + 1 [vn(:v) +/:wn(t)dt] ou 0O<ax<m.

b) Soit a et 3 des réels tels que 0 < a < f < w. Déduire de (3) que la suite de terme
général y,, converge uniformément sur 'intervalle [«, 5] vers la fonction

™=

2

y: x—y(z) =

4. a) Montrer que pour tout z, tel que —7 < z < 0 ou 0 < z < 7, la série de fonctions de
terme général

Zn X zp(T) = sin(nz)

n
est convergente et déterminer la valeur de sa somme en fonction de celle de z.

b) En déduire la limite, lorsque p tend vers l'infini, de la somme :

11 1 1
= — . (—1)P .
S 135" + )%+1

III. CALCUL D'UNE INTEGRALE

Etablir la convergence de l'intégrale

1
0

t

Justifiant soigneusement chaque étape du calcul, déterminer le terme général d'une série
numérique convergente dont / est la somme.
Donner le réel auquel I est égal.
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52-x'+x=10
|
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