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Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la
rédaction seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre
et utiliser le résultat d’une question non résolue s’ils I'indiquent clairement sur la copie.

Autour des matrices symeétriques

Soit n € N, n > 2. On note .#,(R), 'espace vectoriel réel des matrices carrées d’ordre
n, a coefficients dans R. O,, désigne la matrice nulle de .#,(R) et I,, sa matrice unité.

Pour A dans .#,(R), A = (a;j)1<i j<n, On définit sa trace tr(A) = Z a;;- On note .7,
i=1
I'ensemble des matrices de .#,(R) symétriques.
On considere d’autre part 1’espace R" identifié selon 1'usage a .#,,;(R), muni de son
produit scalaire canonique défini par : (X|Y) =" XY ou, selon l'usage on note de la
T

T2
méme fagon I’élément X = (x1, 2o, ..., x,) de R" et la matrice unicolonne : X =

Tn
et on notera || X || = /(X|X).
Enfin, pour A € ., on note Q4 et B, les applications définies par : Q4(X) =" X AX,
Ba(X,Y) ='XAY, pour X etY dans R".

PREMIERE PARTIE

1. Rappeler brievement pourquoi .7, est un espace vectoriel sur R, et en préciser la
dimension.

2. Montrer que la relation définie sur .7, par :
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M < N si et seulement si pour tout X € R"ona: XMX <'XNX.

est une relation d’ordre sur .¥,.

3. Soit A € .7,. Montrer que I’ensemble {'XAX/X € R" || X]|| = 1} est borné, et
déterminer son maximum et son minimum en fonction des valeurs propres de A.

4. Pour A € ., onnote A (A) = sup{|'XAX|/X € R", || X]| = 1}

(a) Pour A dans .%,, soit Sp(A) ’ensemble de sea valeurs propres dans R, et
P prop
p(A) le maximum des valeurs absolues des éléments de Sp(A). Montrer que
A (A) = p(A).

(b) Montrer que .4 est une norme sur .%,.

(c) Montrer que pour A dans S, on a pour tous X et Y dans R" :

Ba(X,Y) < A (A XY

(d) Endéduire que: A (A4) = max{|Ba(X,Y)|/(X,Y) € (R")% | X]| = |[Y] = 1}

(e) Montrer que pour A dans .7, et tout £ dans N, AF est dans .7, et quona:
N (AF) = [A (A

(f) Montrer que pour A dans .#,, et r dans R, ona:
N(A)<re —rl, <A<rl,.
( < désigne la relation d’ordre définie en 2. )
5. Pour M € #,(R), on pose A"(M) = sup{||MX| /X € R", || X]|| =1}.

(a) Justifier brievement que .#”, ainsi définie, est une norme sur .# (R), telle
que pour toutes M et N dans .#,,(R),ona:

N'(MN) < A (M)A (N).

(b) Pour M € .#,(R), prouver que A =' MM est dans .7, et O,, < A. Montrer
que M et A ont le méme rang, et comparer .4 (A) et A (M).

6. Soit (A, )nen une suite de matrices de .7, croissante : c’est-a-dire que pour tout
ke Nona: A, SAk—i-l'
Montrer qu’une telle suite converge dans ., (R) (muni d'une norme a préciser),
si et seulement sj, il existe M dans .7, telle que pour tout £ € Non ait A, < M, la
limite de cette suite étant alors dans .7,.

7. Soient A dans .%,, r = A (A), et z dans R.

(a) Montrer que la série Z 2% A converge dans .7, (normé également par une

keN
norme a préciser), si et seulement si |rz| < 1.
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(b) Dans le cas ot cette série converge, on note S4(x) sa somme, prouver alors
que (I, — zA) est inversible et préciser son inverse en fonction de S4(z).
Le polyndme caractéristique de A sera noté y 4. Montrer que

()
tr(Saz) = Y tr(Ab)a* = - :
k=0

)

>0
N
/N
—
~——

si x est différent de 0. Quelle est la valeur de tr(54(0)

(c) APPLICATION : soient a et b dans R, expliciter .#"(A) et Ss(z) pour A =
(aij)1<ij<n dans 4, (R), ot pour tous i et j dans [1,n] : a;; = a et pour i # j,
a;; = b. Les calculs seront effectués en posanta =a —bet § =a+ (n — 1)b.
On exprimera S4(x) en fonction de z, o, 3, I,,, A.

DEUXIEME PARTIE

Dans cette partie, on s’interesse a des propriétés particuliéres des matrices des
sous-ensembles de .7, notées .7, et .7, définis par :

St ={M € #,/0, < M}
( toujours avec < définie dans 2. )

S = (M e Z)(VX € R"), (X £0='XMX > 0)}

8. Soit A € .7, et Sp(A) I'ensemble de ses valeurs propres dans R.

(a) Montrer que : A € .7, si et seulement si Sp(A) C R™.
(b) Montrer que : A € .7,/ si et seulement si Sp(A) C R*.
9. Soit A dans ., (R).

(a) Montrer que A est dans .7, si et seulement si il existe M dans .#,(R), telle
que A ="M M.

(b) Montrer que A est dans .7, si et seulement si il existe M dans .#,(R), avec
det(M) # 0, telle que A = ‘M M.

10. Soient A et A’ dans ..

(a) Montrer que tr(AA’) > 0 et, lorsque A et A’ sont dans .7, alors tr(AA’) >
0. ( Pour les questions (b) et (¢) qui suivent, on distinguera les cas det(A) = 0
et det(A) > 0, et, dans ce dernier cas, on pourra avoir recours a une base
orthonormale pour le produit scalaire défini par A. )

(b) On suppose que A < A’, montrer que det(A) < det(A’).

(c) Montrer qu’en général det(A+ A’) > det(A) +det(A’). Préciser dans quel cas
on a égalité.
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11. On considere A = (a;;)1<i j<n€tU = (uij)1<i j<n tous les deux dans .#,,". On définit
C € #,(R) de la maniére suivante : pour tous ¢, j le coefficient d’indice (7, j) de
C vaut: ¢;; = a;;u;.
Montrer que C' € .7, et que dans le cas ot A et U sont dans .7, alors C est
aussi dans .7, . (On pourra encore utiliser une base convenable.)

12. Soit A dans .7, et k dans N*, montrer qu’il existe une unique matrice B dans .7,
telle que A = B*.

13. Soit A dans .7, telle que A < I,,. On définit la suite (M},)en

My = O,, etpour k€N, My == (I, — A+ M).

N =

Montrer que (M) ken converge vera une certaine matrice L de ST telle que L < I,
et vérifiant : (I, — L)* = A. (On pourra encore choisir une base convenable. )

14. Soient A et B dans .7, et soit M = AB.

(a) Montrer que M a toutes a ses valeurs propres dans R.

(b) Montrer que si de plus A € .7, " alors M est diagonalisable.

FIN DE L'EPREUVE
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