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Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résul-
tat d'une question non résolue s’ils I'indiquent clairement sur la copie.

EXERCICE : TRANSFORMEE DE FOURIER

On pose pour f une fonction réglée, intégrable sur R :

flay = 5 | " retar

:% .

la fonction f est appelée la transformée de Fourier de f.

1. Démonter que la transformée de Fourier d 'une fonction réglée intégrable sur R, est définie
sur R.

2. (a) Onsuppose que f est continue intégrable sur R. Montrer que f est continue sur R et
que mgl—ll—loo f(z)=0.
(b) Reprendre la méme question avec f réglée sur R.

3. On suppose f continue et t ~— t*f(t) (k = 1,2 ) intégrable sur R. Démonter que fest de
classe € sur R et préciser ses dérivées.

N3

=)

+0o0
4. (a) Calculer la transformée de Fourierde f : ¢t — et (on donne / e dt =
0

T costx
(b) On pose, pour z > 0, g(z) = / e

10, +o00[ et que ¢"(z) = g(x). En déduire g(z) puis la transformée de Fourier de

dt. Montrer que g est de classe 42 sur

'applicati : —.
application f : x +— D
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PROBLEME : SUITES ET SERIES DE FONCTIONS
L'objet du probleme, a travers de plusieurs exemples, I’étude de la suite puis éventuellement
de la série de terme général u,, = / 1 fn(z) Inzdz, ott pour tout n de N, f,, est une application
continue de [0, 1] dans R. ’
Préliminaire
1. Soient a et bréels tels que a < b. Soit g une fonction de classe ¢! sur [a, b] & valeurs réelles.

b
Montrer, a I'aide d’une intégration par parties, que / g(t) sin(At)dt tend vers 0 lorsque A
a

tend vers +oo.

2. Soient « et B deux réels. Calculer I'intégrale

Inp= / (ax + Bz?) cos(kx)dz, k€ N*.
0
1
Trouver « et 3 de fagon que l'on ait 1, g = 72 pour tout k € N*.

" 1 /. €T
3. Montrer que Vn € N, Vz €]0, 7], ;cos(lm) =3 (sm(nw)cotan <§> + cos(nx) — 1).

7.(.2

— 1
4. En déduire que Z 26
k=1
Premiere partie
1. Etablir I'existence de u,, pour tout n de N.

2. On suppose que la suite (f,)nen converge uniformément sur [0,1] vers f. Etablir la
convergence de la suite (uy,)nen et exprimer sa limite a 1’aide de f.

3. On définit f,, par: f,(z) = n32"(1 — x).

(a) Lasuite (f;,)nen converge-t-elle simplement, uniformément sur [0, 1] ?
(b) Calculer la limite de la suite (uy,)nen-
Que peut-on remarquer ?

4. On définit f, par: f,(z) = 2", = € [0, 1].

(a) Etudier la convergence simple, uniforme de la suite (f,,),en sur [0, 1].

(b) Calculer u,, pour tout n de N. En déduire la nature de la suite et de la série de terme
p
général u,.

(c) En exprimant de deux fagons la somme de la série de terme général u,,, prouver la

relation suivante :
/ Llng 72
dr = —.
0 Xr — 1 6
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Deuxieme partie

On choisit dans toute cette partie

fo: [0,1] —R
x — (z—1)"
1. Etudier la convergence de la suite de fonctions (f,,)nen.

2. Etablir pour tout a réel de |0, 1] I'inégalité

<a—-—alnao.

/ (x —1)"Inzdz
0

Démontrer alors la convergence de la suite (uy,),en et préciser sa limite ?
3. Démontrer la convergence de la série de terme général w,,.

4. Etablir I'égalité :

I e e
n+1Jy x

En déduire :

] = —— (14 2ty
Up| = —— -+t +—).
" n+1 2 3 n+1
Que dire de la convergence de la série numérique de terme général w,, ?
> Une
5. Démontrer la relation : Z Uy = / dx.
=0 0 2—x

6. A laide de changement de variable et intégration par parties, déterminer une relation
simple entre
1
2 Inx Uiz
/ dr et / dz.
o 1—2x ! 1—2

1
2 lnx

En déduire grace au I — 4 — cla valeur de / dx, puis de la somme de la série de

0 — T
terme général u,,.

7. Pour tout n de N*, on considere la suite de fonctions définie sur [0, 1] par:

z" .
hn(x) _ ﬁ Inx six 6]0, 1]
0 six=0

(a) Montrer que la série de fonctions h,,, n € N*, converge uniformément sur [0, 1].
o
1
(b) Calculer la valeur de Z SIPvE

n=1

FIN DE L’EPREUVE
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