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Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le résul-
tat d'une question non résolue s’ils I'indiquent clairement sur la copie.

EXERCICE : SERIES DE FOURIER

1
1. On considere la fonction g de la variable réelle définie par : g(u) = / sin(tu)dt.
0

t
V1—t¢2
(a) Montrer que la fonction g est définie sur R.

1
t 1
(b) Déterminer, pour tout v > 1, un réel a,, dans |0, 1] tel que / dt = —.

aw V1 — 12 Vu

(c) Dériver t — L et intégrer par parties / R in(tu)dt pour en déduire
Vi Smtu
que: Vi- 2 grerparp o VI—P P
3
Vu>1, [g(u)| < ﬁ

2. Soit f la fonction 27r-périodiﬂ>ue sur R dont la restriction a | — 7, 7[ est représentée dans un
- . .
repere orthonormal (O, i, j ) par le demi-cercle de centre O, de rayon 7 et d’ordonnées
positives.

(a) Pour tout x €] — m, 7], donner l'expression de f(z) en fonction de x.
(b) Le théoreme de Dirichlet s’applique-t-il a la fonction f ?

3. (a) Exprimer, pour n € N, les coefficients de Fourier trigonométriques de f notés a,, et
by

2
(b) Montrer que : Vn € N*, a,, = Eg(ﬂn).
4. (a) Etablir la convergence normale de la série de Fourier de f. Cela contredit-il la

question 2.(b) ?

(b) Montrer a l’aide du théoreme de Parseval que la série de Fourier de f converge vers

f.
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PROBLEME : SERIES ENTIERES ET TOPOLOGIE DE /! (IR)

I*(R) désigne, dans tout le probléme, le R espace vectoriel des suites réelles a = (a,)nen telles

que la série E ayp, soit absolument convergente.

neN
E est le R-espace vectoriel des fonctions f : [—1,1] — R, continues, et pour f € E, || f||~ estle

réel défini par: ||f|l.c = sup |f(x)].
z€[—1,1]

I. QUESTIONS PRELIMINAIRES

1. Montrer que I'application

I: MR — R

oo
a — Jlall =) |an|
n=0

olt a = (an)nen, est une norme sur I (R) et que muni de cette norme /*(R) est complet.
2. Soit a = (ay)nen un élément de I (R). Montrer que pour tout = € [—1, 1], la série Z anz"
neN

o0
converge et que 'application f, : = — Z apz™ est un élément de E.

n=0

I1. FORMES LINEAIRES CONTINUES SUR (I1(R), ||.]|)

1. Soitu = (uy)nen une suite de nombres réels, bornée. Montrer que l’application ¢ de I'(R)
o

dans R ( a justifier ) définie pour tout a = (an)nen par ¢(a) = Z anu, est une forme
n=0

linéaire continue sur (I'(R), ||.||).

Déterminer la norme de ¢.

2. Réciproquement, soit ¢ une forme linéaire continue sur (I'(R), ||.||). Montrer qu'il existe,
et de maniere unique, une suite réelle u = (uy,)nen, bornée, telle que :

Va = (an)nen € IN(R), ¢la) = Z AU
n=0
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I1I. SUITES DE (I}(R), ||.||). CONVERGENCES

1. Soit (a*)gen+ une suite de points de I*(R). Pour tout k € N, on note a* = (a*(n)),en et on
suppose que la suite (a*)gen+ converge dans (I1(R), |.|).
On désigne par f;, 'élément noté en 1.2. f, . Montrer que la suite des fonctions (fi)ken-

converge uniformément sur [—1, 1].
2. Soit (a*)ren+ la suite de points de I*(R) définie, pour tout entier k& € N* par : af =

(ak (n))nEN ou
a*(0) = 0

ak(n):w sin<k
n
ab*(n)=0sin>k+1

fx représentant toujours 1'élément de E associé comme en 1.2. a la suite a*. Montrer que
la suite (fi)ren+ converge dans (£, ||. o).
La suite k + a* converge-t-elle dans (I*(R), ||.||) ?

3. Soit k + a*, k > 1, une suite d’éléments de I'(R) avec pour tout k : a* = (a*(n)),en. On
suppose que :
(@AM >0), (vk=1), (neN), (|a"m)|<m)

[e.e]
et qu’en outre la suite (f)r>1 de E définie par: fi(z) = Z a®(n)z™ converge vers 0 dans
n=0

(B, [[-loo)-
Montrer qu’alors : Vn € N, klim aF(n) = 0.
—00

4. Soit (a*)gen+ une suite de points de I*(R) avec a¥ = (a*(n)),en et fi I'é1ément de E défini

par:
Ve e [-1,1], fi(z) = Zak(n)x".
n=0
On suppose :

(i) La suite (f;)ren+ converge uniformément sur [—1, 1].

(ii) Il existe o = (@ )nen, a € I1(R), avec |a¥(n)| < oy, pour tous n et k de N.

Montrer qu’alors la suite (a*)cn+ converge dans (I*(R), ||.||).
IV. APPLICATION LINEAIRE % DE ! (R) DANS [ (R)

1. Soit a un élément de I'(R). Montrer que pour tout z de ' (R) la suite a x x appartient a

n
I1(R). (a*x estla suite dont le terme général d’ordre n est égal a Z ApTp—f = Z apTy)
k=0 ptg=n
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2. En déduire que l'application ¢, : ['(R) — [!(R) définie par : z — a * x est linéaire et
continue.
Comparer sa norme a celle de a.

V. EXEMPLES D’ELEMENTS DE [!(R)

1. Soit @ = (an)nen une suite de nombres réels positifs telle que :

(i) Vz €] —1,1], la série Z apx" converge.
neN

o

(i) lim E an,x” existe.
rz—1,z<1 s
n=

Montrer alors que a € I!(R) et a l'aide d’un exemple vérifier que I’hypothese a,, > 0 pour
tout n € N est une hypothese essentielle.

2. Soit a = (an)nen une suite de nombres complexes telle que la série entiere Z a2,z € C,

neN
ait un rayon de convergence égal a 1, on suppose qu'il existe M > 0 tel que :

o0
Zanz” < M> .
n=0

Démontrer que la suite (|a,|?)nen est dans I1(R).
3. Soit a = (ap )nen la suite définie par : a,, = /2 sin"(x)dx. La suite a est-elle dans [ (R) ?
0

(Vz € C, ]2\<1):><

1 + .
4. Pour n € N on pose a,, = W/ e e dy. Vérifier que la suite a = (an)nen est
n)! J_ o

+o0o
dans [!(R) et montrer que ||a = 2/ e~ ch(z)dz.
0

1
5. Soit a = (an)nen la suite définie par a,, = / 2" sin(mx)dx.
0
Montrer que a € [!(R) et exprimer sa norme a 'aide d’une intégrale. Justifier I'inégalité

s
> —.
=

FIN DE L'EPREUVE
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