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Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté a la rédaction
seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront admettre et utiliser le
résultat d'une question non résolue s’ils l'indiquent clairement sur la copie.

n
Exercice: Soient des nombres réels strictement positifs a1, ..., a, tels que Z a; = 1, et soit
i=1

iR LR
r=(T1,..,y) —>]taln

On notera

C={zx=(z1,....,2p) € (RJr)"/Zaixi =1}
i=1

1. Montrer qu’il existe a = (a1, ...,a,) € C tel que f(a) = sup f(z), et que a; > 0 pour tout
zeC
i€ [1,n].

2. Trouver tous les points a € C tels que f(a) = sup f(z). En déduire que pour tout z € C,
zeC
it afn < 1.

3. Montrer que pour tout z € (Ry)",

n

a1 ! § :

Ty .. Ty < ;5.
=1

Dans quel(s) cas a-t-on égalité ?

4. On considére dans R? un parallélépipede rectangle dont les cotés ont respectivement pour
longueur z,y et z. On note V son volume et S I'aire de sa surface. En exprimant S et V en
fonction de x, y et z, et en utilisant ce qui précede montrer que

wln

S
Vs < —.
~ 6

Comment obtenir un parallélépipede rectangle de surface minimale & volume donné ?
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Probléme: n estun entier supérieure ou égal a 1 fixé. Dans tout le probleme A = (a;;)1<i j<n
est une matrice carrée n x n, symétrique a éléments réels.

On note ¢’*(R™) ’ensemble des applications de R" dans R de classe ¢*.

On considere I'application D : ¢?(R") — ¢°(R") qui a f associe l'application

br= ;;“”a zi0x;

C’est une application linéaire dont on notera .4 le noyau. Le but du probleme est de chercher
les application v : R"™ — R" de classe ¢ qui conservent ./, c’est-a-dire qui vérifient la
propriété :

sife N alors foue S,
ce qui se traduit par :
siDf =0alors D(f ou)=0.
Notations :

O Si u est une application de R" dans R”, on notera v = (uy, ug, ..., up) ot les uy, : R* — R
représentent les applications coordonnées de .

O Si de plus u est de classe ¢, on notera J,(u) = {gul (az)] sa matrice jacobienne au
Ly 1<4,5<n
point z € R™. On notera det J; (u) le déterminant de .J, (u).
. 9 o f . . .
O Enfinsi f € €°(R"), on notera H,(f) = () appelée matrice hessienne
a$¢8l‘j 1<i,j<n

de f au point x € R".

La partie II est la suite logique de la partie I. Mais elle peut étre traitée indépendamment de
celle-ci.

PARTIE I

Dans cette partie, u désigne une application de R” dans R™ qui est de classe ¢ et telle que u
conserve .4 ( c'est-a-diresi Df = 0 alors F'(fou) =0).

1. Montrer que les applications composantes de u appartiennent a .4". Pour montrer que
Duy, = 0, on pourra considérer fi, : = = (1,22, ..., Tp) — Tp.

2. Soit f € €?(R").
Of o) en fonction de Ouy Of

b) En appliquant deux fois cette relation, montrer que

f ou) Ouy, Ouy 0% f " 9% 8f
O0x;0x; Z:: Z ox; ax] 0x0x; out ; Ox;0x; \ Oxy, o

¢) Interpréter 'ensemble de ces égalités pour 1 < 4,5 < n comme une identité
matricielle, qui exprime H,(f o u) en fonction de “J;(u), Hy(f), Jo(u) et des

aa;;[u(a;)] et H, (uyg).

Nota : Si M = (myj)i<ij<n € #»(R), '™M désigne sa transposée telle que ‘M =
(myi)1<i,j<n-

a) Exprimer et de u.
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n
3. Si M = (myj)i<ij<n est une matrice de .#,(R), on note tr(M) = Zm” sa trace. On
i=1
notera aussi .7}, (R) I'espace vectoriel des matrices symétriques a éléments réels.

a) Montrer que (V, W) — tr(VW) est une forme bilinéaire symétrique définie positive
sur .7, (R).
b) Soient V; et V; deux éléments de .7, (R). On suppose que pour tout S € .7, (R) :

sitr(V1S) = 0 alors tr(125) = 0.
Montrer qu’il existe A € R tel que Va2 = AV;.
4. Soit f € €*(R").
a) Montrer que D f(x) = tr[AH.(f)].
b) Montrer que D(f o u)(z) = tr[A%, (w) Hy(z) (f) Tz (w)].
5. a) Soit S = (Sij)lgi,jgn un élément de Yn(R) Soit
q(z1, 2, ..y xy) = Z Z 8ijTiT;.
i=1 j=1
Calculer H,(q) pour tout z € R"™.
b) Soit z € R™ En considérant V; = A et Vo = J,(u)A%J,(u), montrer qu’il existe

A(z) € R tel que
Jo(u) AT (u) = Mz)A.

¢) En déduire que:
Vf e €*R"), Yz € R", D(fou)= Ax).Df[u(x)].
PARTIE II

Dans cette partie on suppose que la matrice A est inversible, et on notera B = A~ son inverse.
On notera B = (b;;)1<i,j<n pour désigner ses éléments.
Dans cette partie u désigne une application de R" dans R" de classe ¢ telle que :

(1) Vk € [1,n], Duy = 0.
(2) Mexiste A : R" — R tel que Vo € R", J,(u) A, (u) = A\(z)A.
(B) Vz € R", det(J,(u)) # 0.

1. a) Montrer que Vz € R", A\(x) # 0.
b) Montrer que A € €*(R").
¢) Montrer Vx € R", 'J,.(u)BJ,(u) = \(z).B.

2. Montrer que pour tous 7, j, k telsque 1 < 4,5,k <n:

ZZ Oup _0uq _ 1 %5.4_%5._@5..
pq@ajkaxﬁx] - 2\ 0z M ox, T gy, )

p=1gq=1

Indication : Dériver par rapport z; la quantité pzz:l qz:; bpqg? g et écrire
Pup Oug _ 0 [OupDug] _ Oup 0uq
(%kﬁxl al'j N 6%’1 aiﬂk 81‘181'] '

8£L'k al‘j
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3. Montrer que pour tout k € [1,n], (n — 2)(;97/\ =0.
k
On calculera a cet effet : 5 52
u Uu,
iibpg el L
Z Z i Oz, 0x;0;

©,j P9
4. On suppose n # 2.

. 0?u
a) Montrer que ) est constant et déduire de 2. que Vi, j, q, L =
8$za$ yi

b) Prouver que u est une application affine. Que peut-on dire de sa partie linéaire ?

¢) Etudier le signe de \ en fonction de la signature de la forme quadratique dont la
matrice est B dans la base canonique.

5. On suppose n = 2, et on prend pour A la matrice I = < é (1) > On considere

u: R? - Rquiaz = (z1,22) associe u(r) = (e*! cos z2, €' sin x).
Montrer que u satisfait les conditions (1), (2) et (3) mais que u n’est pas affine.

FIN DE L’EPREUVE

4/4 FIN
Devoir de Mathématiques



