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Les candidats sont informés que la précision des raisonnements ainsi que le soin apporté
a la rédaction seront des éléments pris en compte dans la notation. Les candidats pourront
admettre et utiliser le résultat d'une question non résolue s’ils I'indiquent clairement sur la
copie.

 F XN N NNT]
EXERCICE

On désigne par & 1’ensemble des fonctions a valeurs réelles, définies et continues sur

11
[—5, 5] et on associe a chaque f de ¢ la suite des nombres :

cx(f) = j f(z)z"dx, ke N.

2

1. On désigne par f une fonction de ¢ et par F' la primitive de f qui s’annule pour

la valeur —-.
avaeur2

Calculer ¢, (F') en fonction des nombres ¢, ( f) et montrer que si P est un polynéme

a coefficients réels, l'intégrale / ’ f(z)P(z)dz s’exprime en fonction des nombres
cx(f)-

1
2. Soient a et h deux nombres réels tels que 0 < h < 3 eth <a<1-— h. Ondéfinit
1— ¢
la fonction ¢y, sur [—1, 1] par ¢, (t) = T
(a) Etudier rapidement les variations de ¢, et tracer son graphe.
(b) Déterminer, pour tout nombre ¢ € [—1,1], la limite de la suite de terme
général u,(t) = [on(t)]".

En déduire la limite de la suite de terme général v, (a) = / [on(t)]"dt.

a
a—1

1/4
Devoir de Mathématiques Tournez la page S.V.P.



Devoir surveillé n°5 — Option MP

(c) On désigne par g une fonction a valeurs réelles et continue dans [a — 1, al,
minorée dans [—h, h| par un nombre m strictement positif.

a

Montrer que / g(t)[on(t)]"dt est strictement positive dés que n est assez
a—1

grand.

3. (a) Montrer que si f est un élément de ¥ et si f(0) n’est pas nul, les nombres
cx(f) ne sont pas tous nuls. ( on pourra étudier pour une valeur convenable de h,
1

Vintégrale / g [Bn()]7dt)

2

11
En déduire que si f n’est pas nulle pour une valeur z, de ] ~35 [, alors les

nombres ¢ ( f) ne sont pas tous nuls.

(b) Montrer que l'application qui a toute fonction f de ¢ associe la suite
(ck(f))ken est injective.

PROBLEME : EQUATION DE GAUSS

Partie I : Quelques résultats
préliminaires

On considere dans cette partie les fonctions F' et G définis par :

F: ]-1,1] —R

2 (2 dé
! 7 %/0 VI—22sin0
et
G: 10,400 — R ]
» — 2 / ’ 4
T Jo Vcos? + z2sin’ 0
1. (a) Véritier que F et G sont bien définies.
(b) Donner, pour = €0, 1[, une relation entre G () et F'(v/1 — 22).

Wl

9 6do
2. On pose, pour z > 0, K(z) = jn ; \/sin;HOj— 22 cos2 )

21— cosd
(a) Montrer que l'intégrale I = / .—C(:de et convergente et calculer sa
0 sin

valeur.
1 —cos@

VsinZ0 + 22 cos2 0’

(b) Montrer que la fonction » : Ry x [0, g] — R, (z,0) —
pour (x,0) # (0,0), et h(0,0) = 0 est continue.
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2
(c) Montrer, en le justifiant avec précision, que ling) (G(z) — K(z)) = —=1.
T—r v

(d) Calculer K(z) pour x > 0. En déduire que G(z) = 2 Inz + 4111_2 + 04(1)
™ s

( 04(1) désigne une fonction qui tend vers 0 quand x tend vers 0 par valeurs
supérieures ).
(e) Calculer lim G(z).

r——+00

(2n)!
22n(n! )2’

3. On pose, pour n € N, wy, =

2 27
— / sin?" tdt.
T Jo

Montrer que F' est développable en série entiére. On exprimera les coefficients de
ce développement en fonction des wy,,.

On rappelle que pour n € N, w,y, =

4. Tracer la courbe représentative de F.

5. Soit F; (resp G ) la restriction de F' (resp G ) a l'intervalle |0, 1[. Montrer que F}
et 1 ne sont pas proportionnelles.

Partie II : Solutions de I’équation de
Gauss

On va maintenant, en utilisant les résultats de la partie précédente, étudier les solutions
de I'équation différentielle (.*¥) suivante appelée équation de Gauss :

() (® —2)y" + (32" = 1)y + 3y = 0.

On appelle I-solution de (.¥), pour I intervalle de R non trivial, tout fonction f définie
sur [ vers R telle que

Veel, (2°—2)f"(x)+ (32> —1)f'(x) +af(x)=0.

Pour f définie sur un intervalle I et de classe ¢, on pose :

Z(f): I —R
z o (27 —2)f"(x) + (327 — 1) f'(z) + zf(x)

1. On suppose f définie sur un intervalle | — R, R, R > 0 par f(z) = Z a,x", avec
n=0

(@n)nen une suite de nombres réels.
o0

Montrer que .Z(f)(z) s’écrit sous la forme Z b,z", ot (b, )nen est une suite que

n=0
I'on déterminera en fonction de (a, ) en-

2. Chercher les solutions de (.’) développables en série entiére au voisinage de 0.
Donner le rayon de convergence des séries trouvées. Exprimer les solutions
trouvées en fonction de F.
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3. Vérifier que si f est une |0, 1[-solutions de (.¥’), alors la fonction

g: 10,1 —R

est encore une |0, 1[-solutions de (.¥).
4. Donner les I-solutions de . avec I =|0, 1, puis I =] — 1,0[ etenfin I =] — 1, 1].
5. Soit I un intervalle de R non trivial et ne contenant pas 0. On pose J =
1
{E Jr el }
Montrer que y est une /-solution de (.) si, et seulement si, Y définie de .J vers R

parY(t) =y (%) est solution d’une équation différentielle (&) de la forme

A)Y"(t) + B)Y'(t) + Y (t) = 0,
ou A et B sont deux fonctions polyndmes a préciser.

6. Vérifier que si f est une J-solution de (.¥), alors la fonction

g: J —R
t — tf(t)

est une J-solution de (&).

7. Déduire des questions précédentes, mais sans chercher a intégrer (&), les |1, +oo|-
solutions et les | — 0o, —1[-solutions de (.¥).

8. Montrer que 1'ensemble des |0, +-oo[-solutions de (.*) est Vect(G).

9. Donner les les | — 1, +oo[-solutions et enfin les R-solutions de (.**).

FIN DE L'EPREUVE
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