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Devoir libre n°1

CORRECTION

Exercicel 1. (a) Supposonssup(A) < sup(B).Siz € AUB,onasoitz € Aetxz < sup(A) <
sup(B), soit x € B et x < sup(B), il en résulte que sup(A U B)sup(B). Pour ¢ > 0
donné, on peut trouver x € B C AU B tel que sup(B) — ¢ < x < sup(B). On a donc
sup(A U B) = sup(B).

(b) On montre de maniére analogue que inf(A U B) = min(inf(A), inf(B)).

(c) Supposons que A C B.Pourtoutz € A, onaxz € Betinf(B) < z < sup(B), ce qui
entraine, par définition des bornes supérieure et inférieure, inf(B) < inf(A) et sup(A4) <
sup(B).

2. Notons M = sup(A) et M" = sup(B).Pourtoutz = z+yavecz € Aety € B,onalinégalité:
z=x+y < M+ M' L'ensemble A+ B est donc non vide et majoré et en conséquence admet
une borne supérieure M" avec M"” < M + M. Pour tout réel € > 0, on peut trouver = € A et
yeBtelque M — 5 <x<MetM —5 <y<M,6cequinousdonne z =z +y € A+ B tel
que

M+M—-e<z< M+ M.

le réel M + M’ est donc la borne supérieure de A + B.
3. Notons m = inf(A) et M = sup(A). Soitz € A;ona

m<x <M

D’ou
M < —x<-m.

Par suite —A est une partie bornée de R et

—M <inf(—A) <sup(—A4) < —m.
Puisque —(—A) = A, on en déduit que

—sup(—A) <m < M < —inf(—A).

D’ou
inf(—A) = —M et sup(—A) =—m.

4. En séparant les entiers pairs et les entiers impairs, ona: A = A; U Ay avec:

1 . 1
Al—{l—l—%/peN }, {—1+2p+1/p€N}.

On vérifie facilement que inf(A;) = 1 ¢ A;, sup(As) = 3 € Ay, inf(As) = —1 ¢ As, sup(As) =
0 € Ay, soit:

sup(A) = max(sup(A1),sup(Az)) = g €A,
inf(A) = min(inf(A;),inf(Ay)) = —1 ¢ A.
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Exercice 2 Puisque, pour toutn € N, on a
—1 < cos(n) <1,
alors

-n ncos(n) n
< < .
n+1 n+1 ~n+l

Comme 0 <

n
<1l,ona
n-+1

ncos(n)
n+1

Par suite, A est bornée, dong, il admet une borne supérieure et une borne inférieure.

-1< <1

Exercice 3 Il est clair que 0 < {/a — 1. D’autre part, ona:
a = (Va-1+1)"
n
S S
k=0

n

= 1+n(¥a—-1)+> Ch(va—1)F

k=2
> 1+n(Ya—1).

-1
Doa0< Va—1<2

et d’apres le théoréme d’encadrement li_{n Ya=1.
n—oo

Exercice 4 D’apres le formule de bindbme, on a :
B+VE)"+B-VE" = ST RVE £ 3 CE(—1)F3 VG
k=0 k=0
= S RE (- (-1)F) =2p
k=0

avecp € N.
Ainsi sin[(3 +v/5)"] = —sin[(3 — v/5)"] et comme 0 < 3 — /5 < 1 et donc 1i_r>n (3—+5)" =0etpar
conséquent

lim sin[(3 — v/5)"] = 0.

n—oo
Exercice 5 UNICITE : Si z; et 22 sont deux éléments de RT tels que z7 = x4, alors
n n __ n—1 n—2 n—1 n—1
o —ay = (z1 — o) (2] + 2] “xo+ ...+ x125” " + 2

Or, on a
(:E?_l + 3:?_2:@ + ...+ 331£E§L_1 + ﬂig_l) >0,

donc 1 = x9.
EXISTENCE : Considérons ’ensemble

A={z€eR, "<y}
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Comme 0 € A4, alors A est non vide. Montrons que A est majorée. Soit a € R tel que a > 1, puisque
R est archimédien alors il existe m € N tel que :

m(a" —1) > y.

Or, on a
(@)™ —1=(a" — 1)((a”)m_1 + (a”)m_2 +..+a"+1).

Donc (™)™ — 1> (a™ —1)m > y. D'out
(@)™ = (a")" >y.

L'élément a™ est un majorant de A, en effet, si z € A vérifiant z > o™, alors 2" > (a™)" > y, ceci
contredit le fait que z € A. Il résulte don que 1'ensemble A admet une borne supérieure, que l'on
note x. Si z # 0 il existe ng € N tel que pour tout k > n, on ait :

1 1
x—EeA eta:—l—EgéA.

w——l "< et w+—1 ">
k _y k y'
_-1 71_ P g < +_1 n__ .
x A x Yy— T A T

pour tout k£ < ng. Puisquel’'on a:

Donc

Par suite

et

R R i1 n_1+ I Y

et qu’il existe n; € N tel que

1
Vk € N, k2n1:>E§w,

alors
-n n
— " <y~ < —(22)"!

k k
pour tout k > kg = max(ng,n1). Sil'onay —z" > 0, alors
n—1
k< M, Vk > kg,
y—an

ceci contredit le fait que N n’est pas majoré. Sil'ona y — 2™ < 0, alors

nxn—l

k< . Yk > ko,

" —y

on obtient la méme contradiction.
Il en résulte que
" =u.
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