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Devoir libre n°10
Correction
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C’est clair.

n+1
. a _ ’
Ona: Ag=1.Soitn € N, comme A, 1 = Z (nTk—k)!XnH kona AnJrl =A,.
k=0
n—1
a ‘o
Pour tout n > 2, on a A4,(0) = a,, et comme Z O] = 0, alors 4,(1) = a,, dou
k=1 ’

A, (0) = A, (1).

Soit (By,)nen une suite de polynomes de R[X] vérifiant (i), (i) et (i77).

Par (i)ona: By =1= Ap

Soit n € N, supposons A,, = By, par (ii) ona: A;LH = A, et B;1+1 = B, d’ou A;H = B;LH,
donc il existe c € R tel que A,,+1 = Bp4+1 + cetcomme B;H—Z = B,41 et Aln+2 = Ap+1,alors:

A;L+2 = B1,1+1 + ¢, donc il existe d € R tel que:

An+2 = Bn+1 +cX +d.

Or Ap+2(0) = Ayy2(1) et By42(0) = Bp4a(1), on en déduit que ¢ = 0 donc A, 41 = Bpt1.
(@) Posons B,(X) = (-1)"A,(1 — X).
La suite de polyndomes (B, )nen Vérifie les propriétés (i), (ii) et (iii), par 1) on en déduit
que:

VneN A,(X)=(-1)"A4,(1 - X).
(b) Montrons, par récurrence sur n € N*, la propriété :

Xn—l
(n—1)1"

p(n): An(X +1) — Ay(X) =

Ona A4;(X) =X — § donc 4;(X + 1) — A;(X) = L et p(1) est vraie.
Soit n € N*. Supposons que p(n) est vraie. On a

Xn—l
(n—1)1"

Ap(X +1) — A (X) =

n!

A (X +1) = A, (X) = <X">"

XTL
Soitc € Rtel que A, 1 (X +1) — Apt1(X) = T +c,etonal=A4,11(1) — Ap41(0) =c.
D’ot le résultat. '

(c) Soitn > 3 et impair, par 2) a)
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D’ott A, (1) = A,(0) =0,etona:

()=t () = (})-

1
On en déduit que 0, 1, 3 sont des racines de A,,, donc X (X — 1)(2X — 1) divise 4,,, et
comme a,, = A,(0) alors a,, = 0.

(d) Soientn € N*etm € N,ona:

n

Su(m) = > k"

k=0

= > nl(Appa(k+1) = Apga(k))
k=0

= nl(Ani1(m) — A,g1(0))
= nl(Aps1(m) = ania).
(e)

Sz(m) = 2(A3(m—|-1)—a3)
(m+1)3 (m+1)2+m+1

= TG 7
= %m(m—l—l)@m—l—l).

4. On montre que pour tout n € N, deg A, = n, donc (Aj)o<k<n est suite de polynomes de
degrés échelonnés donc est une base de R,,[X].
5. (a) Onapourtoutk € {0,1,...,n}, D" (X*) = 0et D"(X") # 0,donc D"+ = 0et D" # 0.
k—1

h donc la matrice de A dans la base (Ag)o<k<n est

triangulaire dont les éléments diagonaux sont nuls, donc A™™! = 0.

D’autre part A(Ax(X)) =
La formule de TAYLOR pour les polynémes s’écrit :
o pk
P(X+1)=PX)+)_ % pour toutP € R, [X].
k=1 '

c’est-a-dire

(b) Soit P € ker(A), alors P(X + 1) = P(X) donc P est un polyndme constant.
D’ot1 ker(A) = Ro[X], ceci entraine que rg(A) = n — 1 et on a aussi si deg P = n, alors
deg A(P) =n —1,donc Im(A) C R,_1[X] et par conséquant Im(A) = R,,_1[X].

(c) Soit P € R,[X]. On pose F = {Q € R,[X]. : Q(0) = P(0)} et:
A F — Im(D).

Cette application est linéaire bijective, d’ot1 le résultat.
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D’apres ce qui précede u est bien définie et sa linéairité résulte de celle de D.
Montrons que u est inversible.

u(P)=0<= D(P)=0<«<= P =cte=0
On pose Qu(X) = A/(X) + 32 ar[A® (x) — 4% (0)].
k=1

QUX +1) = QuX) = AX+1) = A4(X) + Y aralP(x +1) - 4P (x)]
k=1

S AP 1) - AP(x)

k=0
! xl—k-1

= akil
P (I—Fk—1)!

= A

= A

donc VI € {0,1,..n}, A(Q;) = D(4;) c'est-a-dire Q; = u(A4;), et par linéarité on a :
VP e E , u(P)=P(X)+ Y ax[P®(X) - PX(0)].
k=1
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