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Exercice 1 1. w, peut s’écrire aussi sous la forme d"une somme de Riemann :
n
1 k
Up = — E fl-
n n
k=1

Zsin(mx), donc d’apres le résultat cours :

avec f(z) ==

1
1 4
lim u, = / 22 sin(mz)de = = — —
0

n—oo T 7'('3 :

1 L dx 1 a
li n =_—In(l14+-=).
a+b3:'doncnl—>nc}ou /0 a+br n n( +b)

I, (k
2. Deméme u, =~ f |~ -
e méme u - k:1f <n> avec f(x)

3. La méthode précédente ne s’applique pas pour cette exemple ( la somme variede1lan —1
etnondelan).Ona

n—1

= 1 15 1 1
N B L o)
g;V””—W ”Z;,m-mgp "Z;
avec f(z) = \/1%_332

D’autre part et puisque f est croissante, pour touti = 1,2, ...,n — 1, on a I'inégalité :

1. (i—1 0 1. (i
(= >§A1f(t)dt§5f<ﬁ>-

n—1 4 n . n—1
n 1 n
Ainsi ft)dt < — Z f <1> = Up, et donc/ f@)dt < uy,.
=1 % n i=1 n 0
De méme
1, (i1 et
> —f < ) < / F(t)dt.
- n n 1
=2 n
et donc -
1 -1 o
T <” > < / F(t)dt.
n n 1
D’ou
. [(n—1 o (n—1 . 1 1 1
arcsin < > < up < arcsin < > — arcsin <—> +— )
" " n n—1

T
et par conséquent lim wu, = —.

Exercice2 1. Soit f,, € E définie par: f(z) = ™. On a ¢(fn) = %Sh2 (%), quantité

qui tend vers l'infini quand n tend vers l'infini, ceci montre que ¢(£) est non majorée.
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2. L'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquéea F' = /f et g = \/;, montre que :

/bF(t)dt/bG(t)dt > /bF(t)G(t)dt,
Oou encore
o(f) = (b—a)*.

Donc ¢(F) est minorée.
Le cas d’égalité se produit si, et seulement si, il existe A € R tel que G = A\F, c’est-a-dire f est
une constante positive.

sinz

Exercice 3 On sait la fonction f que se prolonge par continuité en 0, car lim0 —— = 1, donc
T— X
1 o 400 o3 400 3
sin z . ) L sin x sin x
/ dx existe et par conséquent les deux intégrales / ——dx et / dz sont de
o < 0 T 1 z
méme nature. oo oo
L sin sin
De méme pour les intégrales / dx et / dz.
0 x 1 T
1. ATl’aide d’une intégration par parties, on a pour tout = > 1
r — cos(x T cos(t
/ f(t)dtzi( )+cosl—/ 2()dt
1 x 1t
, ) —cos(x)
D’une part, lim ——= 4 cosl = cos].
r—> 400 €T
cos(x . os(x 1
D’autre part, x — (2 ) est intégrable sur [1, +o0], car (2 ) < = donc
T x z
T cos(t cos(x
lim 2( ) = / (2 )d:n.
oty [Ltoo[ %
. . v . : o0 sin(t)
I en résulte que la fonction lgn F(z) = / f(t)dt existe, donc l'intégrale / dt est

convergente.

2. Montrons que la fonction f n’est pas absolument intégrable sur [1, +o00[; on a

T : T o142
/ |Sm(t>|dt > / sin®(t) i@t
1 13 1 13
_ 1 / 1 — cos(2t) gt
1

2 t
1 *dt 1 (%

_ 1 ___/ cos(2t)dt
2o )it 2), ¢

" dt * cos(2t
Mais l'intégrale / i In(x) admet pour limite +oo, alors que 'intégrale / LSE )dt
! 1
w‘ dt = +o0.

converge (intégration par parties). On en déduit que lini
T—r+00
1

Med TARQI 2/2 MPSI



