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Corrigé
du devoir libre n°2

M.Tarqi

Exercice 1 Soit g(x) = f(z) — 2 = sin(z). La fonction g est continue sur [0, 37| et change de signe,
donc, d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires, il existe « € [0, 3] tel que g(«) = 0. Ainsi si
la suite (uy,)nen converge, alors il converge vers 1'un des points fixes de f.
D’apres I'étude de la fonction f, on voit que f a quatre points fixes : 0,7, 27 et 3, et d’apres le
graphique, on conjecture que:

e siug €0, 7], alors (uy,)nen est strictement croissante et converge vers 7 ;

e siug €]m, 27|, alors (uy,)nen est strictement décroissante et converge vers 7 ;

e siug €]2m, 37|, alors (uy,)nen est strictement croissante et converge vers 37 ;

e siug € {0, 7,27, 3}, alors (uy,)nen est constante et pour toutn € N, u,, = uo.

y = x + sin(x)
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Soit ug € [0, 3], alors u; = ug + sin(ug), donc u; > ug si, et seulement si, ug €0, 7[U]27, 37].

1. Si ug €]0, 7], alors (un)neN est croissante, car f est croissante, et comme 0 < u,, < 7 ( par
récurrence ), alors la suite converge vers .

2. Siwug €]m,2n, alors (u,)nen est décroissante, et comme 7w < u,, < 27 ( par récurrence ), alors
la suite converge vers 7.

3. Siwug €]2m, 37|, alors (uy)nen est croissante et converge vers 3.

4. siug € {0, 7,2m,3n}, alors (uy)nen est constante.

Exercice 2

Partie A
1. OnaVz €[0,1],0 < f(x) < k(1 — ), donc f(1) = 0.
2. Pourtoutz € [0,1], 0 < h(x) = 1 — 22 < 2(1 — ), donc la fonction h vérifie I'inégalité (1)

3. Supposons qu'il existe k tel que Vz € [0,1], 0 < z — E(z) < k(1 — ), le passage a la limite a
gauche de 1 conduit a I'inégalité 1 < 0, ce qui est absurde, donc g ne vérifie pas la propriété

(1).

Partie B
_ 0f(0) _ . | o )
L. ¢(0) = -0~ 0. ¢ est continue a gauche de 1 si, et seulement si, lim ¢(z) = (1) ou
- rz—1—
encore si, et seulement si, lim @) —
z—1- 1 =2

2. (a) Il est clair que si f vérifie (1), alors pour tout z € [0,1], 0 < 2" f(x) < k(1 — z), donc g,
vérifie (1).
Il est clair que g,,(0) = 0 et comme f(1) = 0, alors g, (1) = 0.
(b) Soitz € [0, 1], alors :
Sp(x) = (x + 22 + ...+ 2") f(2)

Dousiz € [0,1], Sp(x) = xll__xx f(z)etsiz =1, S,(z) = 0. Ainsisi z € [0,1],
li_>m Sp(z) = oif_(xw) =p(z)etsiz =1, li_>m Sp(1) = 0= ¢(1). Donc pour tout z € [0, 1],
lim S, (z) = ¢(z).
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