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Exercice 1
1. La fonction f : z — 23 — 3z — 4 étant continue sur R et f(2)f(3) < 0, donc f(x) = 0 admet
une racine dans [2, 3] d’apres le théoreme des valeurs intermédiaires. Mais f est strictement
croissante sur l'intervalle [2, 3] cette racine est unique.

2. (a) z est solution de (1) si, et seulement si, (u + v)? — 3(u + v) — 4 = 0 ou encore si, et
seulement si, u® 4+ v® = 4.

(b) u? etv? sont des solutions de I’équation z2—4z+1 = 0, donc {u?,v3} = {2 — V3,2 + \/§}

et comme u et v ont méme signe etz > 0, alors z = u +v = (2 — \/§)% + (2 - \/§)%
(c) Onabien2® — 32z —4 =0.

Exercice 2
1. (a) Pourtoutz € [0,+00|, f(z) = [f(vZ)]* donc f(z) > 0.

(b) Si f est constante sur [0, +o00[, c’est-a-dire il existe ¢ € R tel que VY > 0, f(x) = ¢, alors
la condition (1) devient ¢ = ¢2.
Donc les fonctions constantes qui peuvent étre des solutions sont la fonction constante
0 et la fonction constante 1.
La réciproque est tres claire.

2. (@) Ona lim 2" = +oceta €]0,1], donc lim a?" = 0. f étant continue en [0, +-co[ donc en

particulier en 0 et par conséquent la suite (u,)nen est convergente et lim u,, = f(0).
n—oo

(b) Pourtoutn € N,ona:

2n+1

) = fl(@®)’] = [f(a®)* = u

Un+1 = f(CL

D’ot1 par récurrence :
VneN, u, =ul =[f(a)*"

Si f(a) =wup > 1, lim u, = +oo et ceci contredit la convergence de la suite (u,),en. On
n—oo
a donc nécessairement f(a) < 1.

(c) Si f(a) = 1, il vient alors pour tout n € N, u, = 1 donc d’apres 2.(a) f(0) = 1. Mais
s'il existe b €]0, 1] tel que f(b) < 1, on considére la suite u/, = f(b*") : cette suite donc
converge f(0) d’apres 2.(a), et pour tout n € N u/, = [f(b)]*" et d’apres 2.(b) la suite
(u')nen converge vers 0. On aurait donc f(0) = 0 et une contradiction.

Ainsi pour tout z € [0,1], f(z) = 1.

(d) D’apres 2.(b) f(a) < 1. D'apres 2.(c), f étant supposée non constante sur [0, 1], on a de
plus f(a) # 1. Ainsi f(a) < 1.
Or pour tout n € N, u,, = [f(a)]?", donc li_)m un, = 0. Donc d’apres 2.(a) f(0) = 0.

Ina

= 1car lim In(a®> ") = lim —— = 0. f étant continue sur [0, +oc[ donc
n—00 n—oo 2N

en particulier en 1, la suite (v, )nen est donc convergente et lim v, = f(1).
n—oo

3. (@) Ona lim o> "
n—oo
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(b) Pourtoutn € N,ona:
—n —n—1 —n—1

a1 = fa® ) = fl(@® ") = [f@® )P =vn
Ainsi pour tout n € N, v, 11 = /.
D’ot1 par récurrence :

vneN, v, =0 " =[fa) "

Si f(0) = 0, alors pour tout n € N v,, = 0 donc d’apres 3.(a) f( ) =0.
Mais s’il existe b > 0 avec f(b) > 0, on consideére la suite v/, = [f(b)
converge vers f(1) d’apres 3.(a) et vérifie pour tout n € N, v}, = [f(b)]
donc converge vers 1 : on aurait donc f(1) = 1 et une contradlctlon
Ainsi pour toutz > 0 f(x) = 0 d’ou, puisque f est continue en 0, Vz € [0, +o00[ f(z) = 0.

: cette suite

>
27" d’apres 3.(b)

[
(c) D’apres 3.(b) f étant supposée non constante on a: f(a) # 0, ainsi f(a) > 0 d’apres 1.a)
Or pour tout n € N, v, = [f(a)]?> " donc li_>m v, = 1. Donc d’apres 3.(a) f(1) = 1.

4. (a) Nous avons raisonné dans toute la question 3. en supposant a > 0 et non en nous
restreignant a a €]0, 1[. On a donc vu au 3.(b) le résultat suivant : s’il existe a > 0 tel que
f(a) # 0, alors f est constante. Donc nous avons déja traité la question 4.a)

(b) f étant dérivable sur |0, +oo[, on obtient donc en dérivant les deux membres de (1) :

Vo >0, 2zf'(x?) =2f(z)f (z)

soit

Dot pour tout z €]0, +oo] :

¢) Soit & > 0. On démontre par récurrence en utilisant 4.b) : pour tout n € N, g(a) =
P P
g(a®"). f étant de classe €' sur ]0,+oc[, g est continue sur ]0,+oo[ donc en 1. Or
lim g(a®*") = g(1). Donc g(a) = g(1) et ceci étant vrai pour tout a > 0, g est constante.
n [e.e]

(d) Soit f solution du probleme. Notons g(1) = A. Alors d’apres 4.(c) Vx > 0,
fx) A

flz)
donc il existe k réel tel que pour tout = > 0, f(z) = ke*'n% = ka).
Supposons k # 0. Comme f est continue en 0, alors nécessairement A > 0.
Onak = f(1) eten appliquant (1) ax = 1: k = k%, donc k = 1.
Ainsi f est soit la fonction constante nulle, soit du de la forme z — z* ott A € Rt.
Inversement on vérifie que ces fonctions sont solutions du probleme :
En conclusion : Les fonctions f solution du probléme sont :
e la fonction constante nulle.
e les fonctions x — x*, oit \ est un réel positif.
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