DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MPSI

Corrigé
du devoir libre n°6

M.Tarqi

Exercicel 1. Nous devons montrer que :

VP, Q € Ro[X], Va,B €R, f(aP+ Q) =af(P)+Bf(Q)

Cela découle immédiatement du fait que (P + SQ)(1) = aP(1) + SQ(1).
Pour tout @ € R, I'image par f du polyndome constant a est le réel a. Donc f est surjective.
L’espace de départ est de dimension 3, I'image est de dimension 1. D’apres le théoreme du
rang,

dimker f =3—-2=1.

2. Notons P, = X —1, P—2=X?-1.0na f(P) = f(P) = 0,donc Py, P, € ker f. Montrons
que (Py, P») est une famille libre. Si a et b sont deux réels tels que aP; + bP» = 0, alors :

bX%2+aX —(a+b) =0
etdonca =b=0.
L’espace vectoriel F' est de dimension 2, donc toute famille libre de 2 éléments est une base.

3. Le polynome X 2 + 1 est non nul, il forme une famille libre, donc une base de G.

4. L'espace vectoriel Ro[X] est de dimension 3. Pour montrer que # = (X — 1, X? — 1, X? + 1)
est une base, il suffit de montrer que c’est une famille libre.
Soient a, b, ¢ trois réels tels que a(X — 1) +b(X2 —1)+c(X?+1) = 0. Alors, (a, b, ) est solution
du systéeme :
b+c=0
a=20 .
—a—b+c=0

Onendéduita =b=c=0.

5. En calculant directement on obtient :

1:O(X—l)—%(X2—1)+%(X2+1).

1 1
X:(X—l)—i(X2—1)+§(X2+1).
X2=0(X -1)+ %(XZ ~1)+ %(XQ +1).

Puisque Z est une base, pour tout polyndme P de Ry[X], il existe un triplet unique de réels
(a,b,c) tel que:

P=a(X —1)+bX*-1)+c(X?+1)
Le polyndme a(X —1) +b(X? — 1) appartient a F, le polyndme c(X? + 1) appartient a G. Tout
polyndme de Ry [X] est somme d'un élément de F et d'un élément de G, donc Ry [X] = F+G.

De plus
dim FNG=dim(F +G) —dimF — dimG = 0.

Donc la somme est directe : Ry[X]| = F & G.
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6. On pouvait aussi calculer ces coordonnées en écrivant la matrice de passage de la base cano-
nique a la base , puis en calculant son inverse.

1:0(X—1)—%(X2—1)+%(X2+1).
X:(X—l)—%(XQ—l)Jr%(XZJrl).

1 1
X2=0(X -1)+ 5(X2 ~1)+ 5(X2 +1).

Donc p(1) = —%(XQ 1), p(X) = (X —1) — %(X2 1) et p(X2) = %(XZ _ 1). D'autre part,

on sait que s = 2p — I dg,[x], donc s(1) = —%(X2 —-1)— %(X2 +1),8(X)=(X—-1)— %(X2 -
1 1 1

1) = S(X? = 1) et p(X?) = S(X* = 1) = S(X* +1)

Exercice2 1. Soit a, b, ¢, d quatre réels tels que as; + bcy + ¢sa + dcz = 0. Doncona:
Vzr € R, asin(x) + bcos(z) + csin(2x) + dcos(2z) = 0.
Choisissons des valeurs particulieres pour z :

r=0=0b+d=0,
r=mn=— —b+d=0,
= a—d=0,

rT=3
w:§:>§(a+b)+c:o.

En prenant la somme et la différence des deux premieéres équations, on obtient b = d = 0,
la troisieme implique alors que a = 0, on déduit ensuite ¢ = 0 de la quatriéme. Ainsi on a
montré que la famille .# est libre.

2. Nous devons montrer que D est une application de £ dans E et qu’elle est linéaire. D’apres
la question précédente, .# est une base de E. Pour tout élément f de E, il existe réels a, b, c, c
tels que :

f=as1 4+ bcy + csg + dey

L'image de f par D est:

D(f) = f = acy — bsy + 2cco — 2dso

L'application D(f) est bien élément de E.
Pour démontrer la linéarité, il suffit d’appliquer les résultats généraux sur la dérivation : si f
et f sont dérivables et si A et i sont deux réels, alors \f + pg est dérivable et (Af + pg) =
M+ g

3. Nous savons que D est un endomorphisme, il suffit de montrer que D est bijective. Comme
E est un espace vectoriel de dimension finie et D est une application linéaire de F dans lui-
méme, il suffit donc de vérifier que D est injective (ou bien surjective, mais il est inutile de
vérifier les deux).
Pour montrer que est injective, il suffit de montrer que ker D = {0}.
Soit f = as1 + bey + ¢sg + dey € ker D, alors D(f) = f' = acy — bsy + 2¢co — 2dse = 0 et donc
a = —b=2c= —2d = 0 et par conséquent f est l'application nulle.
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Exercice 3 1. L'équation caractéristique associée est r?—r+ 5= 0. Ses solutions sont :

V2 in V2 —in
7"1:—64’ 7"2:764

2. Admettons que I'ensemble E des solutions réelles de & est un espace vectoriel de dimension
2 sur R. ( voir devoir libre n°7).
Une base est donnée par les deux suites :

C = (<§>ncos ”T”)HEN etS = ((g)nsin Z—”)nEN.

V2
2

D'ou:

nmw . nm
E—Vect{C,S}—{< ) <aCOST+b8mT>neN/a’bGR}'

3. Nous savons qu’il existe deux réels a et b tels que pour tout n € N,

\/5 " ( nmw 1+ bsi mr)
Uy = — a cos — Sl —
" 2 4 4

En reportant les valeurs de u,, pour n = 0 et n = 2, on trouve a = 0 et b = 2. La suite est

donc:
5 V2\" . nr
7 SIHI .
neN

Exercice 4 Considérons l'application f de E; x E, dans E définie par
f(x1,m2) = 21 + 22

(z1 € Ev, @2 € E)
1. Il est clair que f est une application linéaire.

2. ker f est décrit par (z, —x), z décrivant E; N Ey, de plus l'application
x+— (x,—x)

de E; N E5 dans ker f est un isomorphisme, donc ker f est isomorphe a £y N Es.

3. Ona:Im f = E; + Ey et d’aprés le théoreme de rang :
dim(E; x Es) = dimIm f + dimker f
ou encore

dim(Ey + Ey) + dim(E; N Ey) = dim Fy + dim Ey
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