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Corrigé du devoir libre n°7
M.Tarqi

Partie I : Structure vectorielle de S

1. SiU = (up)nen et V = (vp)nen sont deux suites de S et A, u sont deux réelles, alors u, 12 =
AU y1 + by €t vy 1o = avp41 +buy, et done Ay, 9 + pvp12 = a(Aupy1 + pop41) +b(Auy, + poy),
ainsi AU + Vi € S, ceci montre que S est un sous-espace vectoriel.

2. Si (z9,71) € R?, il existe une unique suite de S, (uy,)nen Vérifiant ug = xg et u; = xo. Il en
résulte que l'application
S —  R?
U= (un)nen > (uo,u1)

est un isomorphisme d’espace vectoriels.

Or, dimg R? = 2 donc dimg S = 2 également. On peut donc construire une base (U, V) de
S en considérant U = ¢~ 1((1,0)) et V = »~1((0,1)). (Image réciproque par ¢ de la base
canonique du R-espace vectoriel R? )

Partie I : Détermination pratique des suites vérifiant : u, 12 = aup41 + bu,

1. La suite géométrique (\"),en € S si, et seulement si, pour tout n € N, A2 = g\" ! 4 pA»
ou encore si, et seulement si, A2 — a\ — b = 0.

2. (a) Soient et § de R tels que a(A\")nen + B(1")nen = 0, donc pour toutn € N, a\” + fu" =
0, on obtient, en particulier pour n = 0 etn = 1, le systéme:

a+3=0
a4+ B =0

et comme A et i sont distincts, alors o = 8 = 0. Or dimg S = 2, donc les suites géomé-
triques forment une base de S et donc toutes les suites de S s’écrivent comme combi-
naison linéaire de ces deux suites.

(b) Comme \ est une racine double de 22 — ax — b = 0, alors \> —a\ — b = 0 et 2\ = a.
Calculons :

(n+ 2N —a(n + DX — A" = N'[(n+2)A\% —a(n + 1)\ — )]
= MN[(n+2)A\? —2(n + 1A% — (A% — a))]
N2 [(n+2)—2(n+1)+2]=0

Donc la suite (nA"),en € S.
Soient « et 3 de R tels que a(A")pen + B(nA")neny = 0, donc pour tout n € N, a\™ +
BnA"™ = 0, on obtient, en particulier pour n = 0 et n = 1, le systeme :

a=0

al+BA =0
et donc o = 8 = 0. Ainsi les suites (A\"),en et (nA"),en forment une base de S et donc
toutes les suites de S s’écrivent comme combinaison linéaire de ces deux suites.
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(c) On a, pour tout n € N, 7?2 (n+2)0 — gpntleint D)0 4 prneind ot comme a et b sont réels,
on obtient par comparaison des parties réelles et imaginaires :
2 cos[(n + 2)0] = ar™ ! cos[(n + 1)6] + br™ cos[né]
et
"2 sin[(n + 2)0] = ar™ ! sin|(n + 1)0] + br™ sin[n#)].

Ceci montre que les deux suites (7" cos n8),en, (7" sinnf),ecn € S sont dans S.
Soient a et § de R tels que (7" cos nf)pen + B(r" sinnf),en = 0, donc pour tout n € N,
acosnb + Ssinnd = 0, on obtient, en particulier pour n = 0 et n = 1, le systeme::

a=0
acosf 4+ Bsinf =0
et comme sinf # 0 ( les solutions complexes non réelles) donc a« = 3 = 0. Ainsi les

suites (7" cos nf),en et (r" sin nf),cn forment une base de S et donc toutes les suites de
S s’écrivent comme combinaison linéaire de ces deux suites.

Partie I : Applications
1. L'équation caractéristique associe au systeme (1) s’écrit : 72 + 7 — 2 = 0 dont les racines sont
1 et —2, donc la solution général est de la forme u, = a(1)” + 8(—2)" = a + B(—2)". Les
conditions initiales ug = 1 et u; = 0, entrainenta + 3 =1leta — 25 =0,d’ou:
VneN, u, = 3 + g(—2)".
Pour les autres systémes, on trouve respectivement :

2 2
VneN, u, = cos( n7r> + 5v3 sin( n7r> , up = 2" — 2"t

3 3 3
2. Onpose u, =1Inc, (Yn €N, ¢, > 0), on obtient donc ug = 0,u; =1 et 2up12 = Upt1 + Up.
Ainsiup — 2 — 2 (21 et done Tim up — 2 et squent lim c, = eno " = i
insi u,, = 5 3l 3 etdonc lim wu, = 3 et par conséquent lim ¢, = e =e3.

3. Siz =0, I, = 0 pour tout n € N* et I = 7. Soit maintenant x €] — 1,1[\{0}, ona:

x (In+2 + In) = JL‘/
0

™ cos(n + 2)t + cosnt

1—zcost

B 2/7T x costcos(n + 1)t

N 0 1 —xcost

_ 2/7T (xcost —1)cos(n+ 1)t +2/’T cos(n + 1)t —or.

0 1 —xcost o l—axcost
Soit pour tout n € N et pour tout x €] — 1,1\{0}, z(Ip42 + I,) = 2[,4+1. D’autre part
us m 1

Iy=——,etlj = — |— — 1].
T V-2 ! $[\/1—:E2 )
La solution générale de la relation de récurrence I, o = —I,+1 — I, est de la forme I,, =

1— 2 1— 2
« <1 -1/ < ) + B <1 +1/ v ), les conditions initiales Ij et I;, permettent de déter-
x T

miner I'expression de I, :

Ve e] - 1,1[\{0}, VneN, I, = .2 .

™ (1—\/1—#)"
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