Devoir libre de Mathématiques'M P S I

Corrigé du devoir libre n°9
M.Tarqi

Exercice1 1. La matrice M, est inversible si, et seulement si, o« # 1 et a # —2.

T x 1
2. (a) M, (y =(a-1)|y]| =z=z2= 21—531 <= S = Vect{vy},avecv; = | —1—-0
Y z 1
T T 1 1
b) Mo ly| =(a+2)|y| — z = 5% = my@S:Vect{vg},avecvg =
Y z
1
1-5
—2
La matrice M, n’est pas diagonalisable, puisque dim E,_; =1 < 2.
1 0 1
3. Lesvecteursv; = | =2 — 3 |,va = | =2 | etvg = | 1 — B | forment une base de R? puisque
1 -1 —2

det(vy,v9,v3) =9 # 0.
Ona M,v; = (a — 1)vy, donc [M,, — (o — 1)I]v; = 0 et par suite [M, — (o — 1)I]?v; = O et

1 0 -1 1 0 -1 0
My — (o — 1)I0; = 2 1 B 2 1 B -2 | =0
3-8 -1 1 3-8 -1 1 -1

de plus {v1, v2} sont linéairement indépendantes, d’ot1 le résultat.

4. La matrice P est la matrice de passage de la base canonique a la base {vy, v, v3}, donc inver-
1 5—-8 -1 2
sibleestP~' == | -3-35 -3 -3
4+ 1 -2

5. P étant la matrice de passage de la base canonique a la base {v;, vz, v3}, donc

a—1 1 0
No=P'M,P=| 0 a-1 0
0 0 a+2
(a—1)2 2(a—1) 0
6. Ona N, = 0 (a0 —1)? 0 , puis on montre par récurrence sur n que NJ =
0 0 (a+2)2
(a—1)" n(a—1)""1 0

0 (e —1)" 0 , ce qui permet de déduire

0 0 (a+2)"

M" = PN"P~1 = .

pour tout entier n > 0.
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7. Ona M = PN?P~! = P[N; + (a — 1)I]"P~}, et d’apres la formule de bindme, on peut
écrire pour tout entier naturel n :

P—l

M} = P|) Cka r| P
k=0
= ) Cka-1)"PNfP!
k=0
= C)a—1)"T+Cha—1)"""PNi P+ Ch(a—1)" 2PN{ P + P | CF(a— 1)FN
k=3
0 0 O
D’autre part, ona N7 = | 0 0 0 |, puis on peut vérifier facilement que N = 3N? et
0 0 9
pour tout entier naturel k > 2, Nf = 3*-2N2. Donc
M? = Cia—1)"T+Cha—1)"""PNiP~" +> CF(a—1)FP3*2N7 P!
k=2
= (a—1)"T+n(a—1)""TM, + f(n)M?
avec f(n) = > 3¥2CK (a— 1)"F et £(0) =
k=2
(@+2)f(n)+nla—1)"" = Y (a+2)3F2Cka—1)" "+ n(a—1)"!
k=2
= > (@=1+43)3"2CkHa—1)"F +nla—1)""
k=2
= Z(a —1)3k2Ck (a — 1)k 4 Z 3F1OM - 1)k pn(a — 1)
k=2 k=2
= > 3Cia— )" (e +2)3 Ol (e - 1) F (o — 1)
k=2
— Z 3]6—2617];:(& _ 1)n+1—k + Z 3]6—107];:‘(& _ 1)n—k
k=2 k=1
n n+1
_ Z3k—2071§(a _ 1)n+1—k + Z 3k/_205/_1(0é _ 1)n+1—k’
k=2 k=2

— ng—2(crlf + Cﬁ—l)(a _ 1)n+1—k + 3n+1_207?j-_11(a _ 1)0
k=2
n+1

= 30820k, (0 — 1) E = f(n 1)

k=2

8. Lasolution générale de I'équation f(n+1) — (a+2)f(n) = 0 est donnée par f(n) = c(a+2)"
et une solution particuliere de f(n + 1) = (a + 2)f(n) + n(a — 1)"~! est de la forme (an +
b)(a — 1)*~1, donc la solution générale de f(n + 1) = (a + 2)f(n) + n(a — 1)" ! est de la

2/3



Devoir libre de Mathématiques'M P S I

forme f(n) = (an +b)(a — 1)" ! + c(a + 2)".
On sait que f(n) = L Z C*3k(a —1)"*, donc
Vi

1
f(n) = 3 [(oz +2)" — 0230(a -1 - C}LB(a — 1)”_1]
1 n -n l—-a 1l
= §(a+2) +<3 9 >(a 1)
.. -1 l1-«a 1 . , .
Ainsi a = =5 b= 9 etc = 9 Ceci permet de trouver de nouveau 'expression de M},

en utilisant la relation M? = (o — 1)"I + n(a — 1)" "My + f(n)M?3.
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