DEVOIR DE SURVEILLE MATHEMATIQUES-MPSI

Corrigé
du devoir surveillé n°7

M.Tarqi
EXERCICE
1. Ona f(x,y,2) = (—22+5y+2z, —x+4y+22,2x—10y—5z2) et g(x, y, 2) = f(z,y,2)+(z,y,2) =

(—x+ 5y +2z,—x + by + 2z, —x + by + 2z, 2x — 10y — 52). La matrice de g dans la base % est
donc

-1 5 2
B = -1 5} 2
2 —10 -4
1 -1 2
2. Onaug = g(u1) = gler) = —e1 — ez + 2e3, donc Matg(ug,uz,u3) = | 0 —1 0 | quiest
0 2 1
inversible, donc %1 = (u1,us, u3) est une base de R3.
—1 2
3. (a) Ona f(u1) = —uy +us, fluz) = 1 = —uget f(us) = 0 | =—us.Lamatrice T
2 1
est la matrice des coordonnées des vecteurs f(uq), f(uz), f(us) dans la base (u1, ug, us3).
Soit
-1 0 0
T = 1 -1 0
0 0 -1
1 -1 2 1 -5 -2
(b) P=| 0 —1 0 | etlescalculs montrentque P~'=| 0 -1 0
0 2 1 0 2 1
(c) A=PTP !
0 0 0
4, @ OnaJ=|1 0 0 |,doncJ?=0.
0 0 0
(b) OnaT = J — I3, et comme I3 et J commutent, donc d’apres la formule de bindme, pour
toutk > 0
k
TF =Y CR(-1)F " = (=) L+ (1) k] = (-1)* (I - kJ).
n=0
1 0 0
(c) D’apres la question précédente, Vk € N, TF = (-1)¥ | —k 1 0 |, donc
0 01
1+k -5k —2k

AF = pTEp=t = (—1)* k —5k+1 -2k
2k 10k 1+4k
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5. APPLICATION : La suite (X, )nen Vérifie la relation de récurrence
VneN, X, =AX,,

etconcVn € N, X, = A"X,. Soit

Up, 1+n —5n —2n 0
vy | =(=1)" n —m+1 —2n 0| =
W, 2n 10n 1+4n 1
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PROBLEME

1. (a) Soient f et g deuxélémentsde F, et A\, u € R, il existe P, P>, @1, (2 despolyndmesde
R [X] tels que, pour toutz € R, f(x) = Pi(z)e*+Q1(z)e " et g(x) = Pa(x)e"+Qa(x)e™ 7,
alors

(Af + pg)(x) = (APi(2) + pPa(z))e” + (AQ1(x) + pQ2(x))e™".
onc on bien A\ f 4 pg € F, et par conséquent I, est un sous espace vectoriel de F.

(b) Soient A1, A2, A3, Ay des réels tels que A fi + Ao fa + A3 f3+Asfs = 0, donc pour tout = € R,
M f1(x) + Xafo(z) + Asfa(z) + Aafa(z) = 0. Pour = = 0 on obtient A; + A3 = 0 et quand
x tend vers 400, on obtient \; = Ay = 0(sia > 0)ou A3+ Ay =0 (sia < 0). Dans
tous les on a nécessairement A\ = Ay = A\3 = Ay = 0. La famille est donc libre, et comme
cette famille engendre F,,, alors elle forme une base de F,.

2. (a) Il est clair que l'application D est linéaire, et comme si f est indéfiniment dérivable,
/' = D(f) est aussi indéfiniment dérivable, alors D est un endomorphisme de E.
Le noyau de D est décrit par les fonctions de E dont la dérivée est nulle, c’est-a-dire les
fonctions constantes sur R.
Soit g € E, considérons la fonction définie sur R par :

fraxr— /Oxg(t)dt.

On abien D(f) = g, ceci montre que D est surjective, donc Im(D) = E.

(b) D, étant linéaire, comme restriction d’une application linéaire. De plus si f : = —
P(z)e"+Q(z)e ™ € Fy,alors D, (f) : . — (P'(z)+aP(x))e+(Q'(x)—aq(x))e ™ € Fy,
donc D,, est un endomorphisme de Fy,.

(c) Ona D(f1) = f1 = afi, D(f2) = f5 = fi+afy, D(f3) = f3 = —afset D(fs) = f1 =

f1 — afs. D’ot la matrice M, dans la base 4% :

a 1 0 0
0 o O

Mo = 0 0 —a 1
0 0 0 -«

(d) La matrice M, est de rang 4, donc elle est inversible.
3. La matrice de Dg — \id,, dans la base & est :

a? — )\ 2 0 0
5 vy 0 a*=X 0
My =AM = 0 0 a?2-)\ —2a
0 0 0 a? =\

Doncsi A = o2, rg(D? — \id,) = 2 etsi A # o?, rg(D2 — \id,) = 4.

4. (a) Danscecas(A=a’),ona:

0 2 0 0
2 o |0 00
Moy—=ola=1 o o o _oq
0 0 0 0

I est clair que ker(D2 — Xid,) = Vect{f1, f3} et Im(D? — Xid,) = Vect{f1, f3}.
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(b) Ona,pouri = 1eti=2, (D% —\id,)(f;) = 0etdonc (D2 — \id,)?(f;) = 0. D’autre part,
Im(D2 — Nid,,) = Vect{f1, f3}, donc Im(D?2 — \id,)? = (D2 — Xid,)(Vect{f1, f3}) = {0},
ceci implique que (D2 — \id,)? = 0.

() Ona0 = (D? — a?id,)* = D} — 202D, + o?id%. Ceci de déduire 'expression de D! :
-1 2
D' = — D3+ = D,.

5. (a) La solution générale, sur R, de 'équation différentielle y”(z) — a?y(z) = 0 est la forme
y:xr+—> Ae*” + Be Y,

ou A et B sont des nombres réels.
(b) Un application f est dans le noyau de D? — o?Id si, et seulement si, f est solution de
I’équation différentielle y”(z) — a?y(x) = 0. D’out

ker(D2 — a2Id) ={z+—— Ae*” + Be"** /A, B € R} = Vect{f1, f3}.

(c) Soit f € ker(D? — a?Id)?, alors (D? — o?Id)(f) € ker(D? — o?Id) = Vect{f1, f2}, doncil
existe des constantes \; et A telles que (D? — o?Id)(f) = M\ f1 + Aafo.
D’autre part :

M

(D~ a?Ld)(g) = (D*~a?Ld)(f) ~ 5-(D" ~ a?Ld)(f2) + 32 (D” ~ a?La)(fa)

= Mfi+Xfo— 2/\—;(2@f1) + ;—z(—?afs) =0

g € ker(D? — o%Id) = Vect{fi, f2}, donc il existe des nombres réels C et D tels que

A A3 .
g:C’f1+Df3etdoncf:Cf1+Df3+if2—%]@Amm

ker(D2 — oﬂfal)2 = Vect{f1, f2, f3, fa} = Fa.

6. Un application f est solution de Iéquation différentielle y(*) (z) — 2a%y" () + a*y(z) = 0 si,
et seulement si, elle appartient au noyau de (D? — o%1d)?. D’ou :

fix— Ae* + Bxe® + Ce ™ + Dxe™™,

ou A, B, C, D sont des constantes réelles.

7. (a) Une solution polynomiale f; de &, sil existe, serait de degré 3. Posons donc fo(z) =
az® + bz + cx + d, on trouve fo = 2% + 2.

(b) Une application f est solution de I'équation différentielle & si, et seulement si, f — fj est
solution de y™* (z) — 202y” (z) + o2y(z) = 0, c'est-a-dire f — fy € ker(D? — a?Id)?, donc
(f — fo)(z) = Ae*® 4+ Bxe®® + Ce™* + Dzxe™ ", ou encore
f(z) =2 + 2+ Ae™® 4 Bae®® + Ce ™ + Dae™,

ou A, B, C, D sont des constantes réelles.
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