DEVOIR DE SURVEILLE MATHEMATIQUES-MPSI

Corrigé du devoir surveillé n°8
M.Tarqi

Exercice1l 1. Lesinversions de o sont:
(1,6),(1,8)(1,9), (1, 10),
(2,6),(2,8),(2,9)(2,10),
(3,5),(3,6),(3,8),(3,9), (3, 10),
(4,5),(4,6),(4,7),(4,8),(4,9), (4, 10),

(5,6),(5,8),(5,9), (5,10),
(6,8),(6,9), (6,10),
(7,8),(7,9),(7,10),

(8,9),(8,10).

Autotal,ilyad4d +4+4+5+6+4+ 3+ 3+ 2 = 31 inversions. o est donc une permutation
impaire de signature —1.

2. o est donc le produit commutatif des cycles ¢; = (1,5,7,9), c2 = (3,8) et c3 = (4,10, 2,6).
Donc g(0) = g(c1)e(e)e(es) = (—1)3(-1)3(-1)! = —1.

3. Onac} =ci=Idetcs =1det2012 =4 x 503. Donc, puisque c1, c; et c3 commutent, on a :

0,2012 — 0%012 ° 65012 o c§012 — Id.

Exercice2 1. Puisque X? — 1 = (X — 1)(X2 + X + 1), on peut aussi écrire :
X+1-(X-DX’+X+1)=2.
Ceci est une identité de Bézout pour les polynomes X® + 1 et X? + X + 1 : ils sont donc

premiers entre eux.

2.0naX3+1=(X—-1)(X%+ X +1) + 2 ce qui donne la division euclidienne de X? + 1 par
X2+ X+1
3. Soient U et V deux polyndmes tels que (X? + 1)U + (X? + X + 1)V = 1. Puisque

(X7 4 1) —<§—3> (X24 X +1) =1,

2 2

1 X 1
on a nécessairement : (X3 +1) (U — 5) — (X2 +X+1) <V+ 5 5) =0.

Or X3 + 1et X2 + X + 1 sont premiers entre eux. En utilisant le lemme de Gauss, on déduit
1 X 1

que X2 + X + 1 divise U — 3 et que X2 + 1 divise V + 5 73" il existe un polynéome K tel

que :

U:%+K(X2+X+1)etV=%(—XJFl)_K(XSJrl)
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Réciproquement, si U et V' s’écrivent comme ci-dessus, alors :

(X?+1) <U—%> =(X?+ X +1) <v+§—%> = K(X?+1)(X2+ X +1)

Donc :
1 1
(X3B+1D)U+ (X2 + X+ 1)V = 5(X3+1)— 5(X—1)(X2+X+1) =1.

L’ensemble des couples (U, V) tels que (X? + 1)U + (X2 + X + 1)V = lest:

{(% +K(X*4+X+1),V= %(—X +1) - K(X*+1))/K ¢ R[X]} .
4. On trouve :
X=X+ X2 1=(X?- DX+ ) = (X +1)*(X -1)(X*-X+1)
et

X3P —1=(X-1D)(X2+X+1)

Le pged des deux polyndmes est (X —1), leur ppecm est (X +1)3(X —1)(X2 - X +1)( X2+ X +1).

5. La division euclidienne des deux polynémes donne :
X X34 X2 1=(X?-1)(X3—1)+2X2 -2

La division euclidienne de X? — 1 par X2 — 2 donne :

X 1=X(X2-1)+(X-1)

L'algorithme d’Euclide se termine sur : X2 — 1 = (X — 1)(X + 1) + 0. On retrouve donc bien
le fait que X — 1 est le pged des deux polyndmes (toujours défini a une constante pres).

Exercice 3 1. On trouve:

2X 1 N 1
X2-1 X—-1 X+1°

En remplagant X par X2, on obtient :

2X2 1 Lt
X+—-1 X2-1 X241

Il reste a élever les deux membres au carré :

4x4 1 1 2

(X112 (X212 (X212 Xiot

2. Observons que les deux dernieres identités ne sont pas des décompositions en éléments
simples.
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3. On obtient

1 1 1
__ 2 3
X2-1 X-1 X+1
En élevant au carré, on obtient :
1 1 1
1 __ 4 . __ 31 ___3
(X2-12 (X-1)2 (X+1)2 X2-1
1
Il reste a réinjecter la décomposition de X7 1"
1 1 1 1 1
_ 1 1 1 L4 1
(X2-12 (X-12 (X+1)2 X+1 X-1

1
En remplagant X par X2 dans la décomposition de Y2z _7-on obtient :

1 1 1
__ 3 __ 3
X4—1 X2-1 X241

En utilisant a nouveau la décomposition de

1
ﬁ, on trouve :

1 1 1
I g 1 2

X4 -1 X-1 X+1 X241

Dans l'expression de la question 1, le terme CerE est un élément simple. La décom-

position en éléments simples de

W est donnée a la question 2, celle de

~i ala
question 3. En rassemblant le tout on obtient :
4X4 1 1 : : :
= — - - -
(X4-12 (X2+1)2 X241 (X-

1
1
2" X1 (X+1)2 X+1°

1
Exercice4 1. Lafonction ¢t —— - est décroissante sur |0, +00[. Pour tout k£ € N*,
1 1 1
Vte lk,k+1 — < - < -
Donc
k+1 1 k+1 1 k+1 1
/ —dtg/ —dté/ —dt,

. k4l L1 .k

ou encore

1 /k—i-ll 1
— < —-dt < —.
e A k:

Pour tout k£ > 2, on applique l'inégalité de gauchea k — 1:

1 4!
- < / —dt.
k k-1t
On obtient donc la double inégalité :

k41 q ko
/ “dt < wp < / ~dt .
gt k-1t
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2. Sommons l'inégalité de gauche pour k allantde 1 an :
n+1 1 n 1
/ —dt < AR
1t —k
donc In(n + 1) < h,,. Sommons ensuite la seconde inégalité, pour k allantde 2 a n :
1 "1
Sp< [ g
k=2 1
donc h,, — 1 < In(n).
3. La suite (In(n)),en+ tend vers +o0, il en est de méme pour la suite des sommes partielles
(hpn)nen+- Donc la série Z uy, diverge. De plus
neN*
In(n+1) < b, < In(n) +1 .
In(n) In(n) In(n)

In(n+1) In(n)+In(l+2) In(1+ 2)

In(n) In(n) - In(n)

In(n + 1)>
In(n)  /,enmgo13

La suite < tend vers 1. Comme

In(n)+1 :1+i’
In(n) Inn
In(n) + 1> >
In(n)  /,emfo1} In(n) /e f0,1
par deux suites qui convergent vers 1, donc elle converge aussi vers 1 : h,, est équivalent a
In(n) quand n tend vers l'infini.

est encadrée

la suite ( tend également vers 1. La suite <

4. Le résultat découle de I'encadrement suivant, déja démontré dans la question 1.

1 n+1 1 1
Yntl n+1 /n t n tn

On en déduit :

n—‘,—ll n—‘,—ll
6n:un—/ Zdt}O et 6n:un—/ Zdtéun—unﬂ
n n

La série > (u, — un+1) a des sommes partielles ritélescopiquesz :
neN*
n

§ Up — Uk4+1 = Ul — Up+1 -
k=1

Comme la suite (uy,)n,en+ tend vers 0, la série ) (u,, — up+1) converge. Donc la série g On
neN*
converge, par le théoreme de comparaison.
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5. Calculons les sommes partielles des 6,,.
n n n k+1 1

= — —dt
o= Sw-d [ fd
k=1 k=1 k=1

n+1
= hp— / 1dt
1 Y
= hp,—In(n+1)
1
= (hp—In(n))+1In <1 + E)

— By —In(n)+ 0 (%)

Puisque la suite des sommes partielles des §,, converge, il en est de méme pour la suite
(hn, — In(n)). Notons v la somme de la série de terme général ¢, :

v = z_:lan = HIEEOZ_:I‘S’C = lim hy —In(n).

6. La série g vy, est une série alternée. Pour lui appliquer le critére de convergence des séries
neN*
alternées, il suffit d’observer que la suite (%)HGN* est décroissante et tend vers 0.

7. Pourtoutk > 1,
1 k7l
t 1
/tk_ldt:{—] =_.
0 kly k

En sommant de 1 4 n, on obtient :

n

= ) (- /1 thdt

k=1 0

- /1 Zn:(—l)’f—lt’f—l dt
0

11__n
_ /ﬂdt_
o 1+t

8. Reprenons l'identité de la question précédente :

1 1 1
1— (—t) 1 g
= ——dt = —dt+ (-1 ”+1/ —dt.
on /0 1+t /0 T DT
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10.

11.

Or: ) .
t" 1
/ dt < / thdt = .
0 1+t 0 n+1
Donc :
1 1 n
1 t 1
sn—/ —dt :/ dt < .
Ona

1+t

/1Ldt:1n(2).
0

L'inégalité de la question précédente montre que |s,, —In(2)| tend vers 0. La suite des sommes
partielles (sy,)nen+ converge donc vers In(2) :

> vn=In(2).
n=1

La majoration de la question 8 montre que |r,| < 1073 pour n > 1000. Le calcul numérique
montre que le premier rang tel que |r,| < 1073 est n = 500.

Ecrivons :

1 1
Sop = 1—§+§+"'+
= 1+1+ + 1 1+1+ +1
a 3 on —1 2 4 n
= 1+1+ +1 2 1+1+ +1
N 2 omn 2 4 omn

S T - e
- 2 on) 2 2 n) oo

D’apres la question 5, h,, — In(n) converge vers +, il en est donc de méme de la suite hg,, —
In(2n). Donc :

lim s, = lim s9,
n—-+00 n——+o0o

= lim ho, — hy
n——+o0o

= lim (ho, —In(2n)) + In(2) — (In(n) — hy,)

n—-4o0o

= v+ 1n(2) —v=In(2).
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