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1 Structures d’espaces vectoriels et d’algebres

1.1 Structure d’espace vectoriel sur un corps commutatif
1.1.1 Définitions et propriétés
Définition 1.1 Etant donné un ensemble E et un ensemble Q. On appelle loi de composition externe entre éléments de E et
éléments de Q, toute application f de Qx E dans E :
(a,x) — f(a,x)

f(a,x) est le composé de a et de x. On le note a.x

Soit E un ensemble non vide muni

1) d’une loi interne notée +.

2) d’une loi externe notée -

Nous notons (£, +,-) 'ensemble muni de ces deux lois.

Définition 1.2 On dit que (E,+,-) est un espace vectoriel sur un corps commutatif K ou K-espace vectoriel si et seulement
si les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. (E,+) est un groupe commutatif.

2. VxeE,1-x=x
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3. VxeE, Va,peKona:a(f-x)=(af) x
4. L’opération externe est distributive par rapport a I'addition dans K et par rapport a I'opération interne de E.

Les éléments de E sont appelés des vecteurs, on note parfois le vecteur x par %, Og et Ok représentent provisoire-
ment les éléments zéros de E et K, les axiomes de la structure d’espace vectoriel sur K s’écrivent donc :

1. Vx,y,zeEona:(x+y)+z=x+(y+2)

2. Vx,yeEona:x+y=y+x

3. Ilexiste Og e E telque Vxe Eona:x+0g =0g +x =x.

4 VxeE, I €eE :x+x'=x"+x=0 (x' = —x)

5. Vxe€eE,1x-x=x

6. VxeE,Va,feKona: a(f-x)=(aPf) x

7. VxeE,Va,feKona:(a+p)-x=a-x+f-x

8. Vx,yeE,VaeKona:a-(x+y)=a-x+a-y
Exemples :

1. Soit E I'ensemble des vecteurs du plan et K =R. E muni des opérations ¥ +y et ax (a €R) est un espace
vectoriel.

2. (K, +,.) est un espace vectoriel sur lui-méme .
3. K[X]et K,[X] (n € N*) sont des K-espaces vectoriels.

Exemple fondamental : Soit A une partie non vide de R. Notons E =.#(A,R) I'ensemble des applications de A a
valeurs dans R.

Soient f et g des éléments de E. Rappelons que la somme f + g est par définition I'application qui a tout élément
x de A associé le nombre réel f(x)+ g(x). Nous savons que, muni de 1’addition, E vérifie :
-Vf,g,heEona:(f+g)+h=f+(g+h)

-Vf,geEona:f+g=g+f

-VfeEona:f+0g=0g+f (0g lafonction nulle)

-VfeEona: f+(-f)=(f)+f=0g

D’autre part, on peut définir une application de R x E dans E de la maniére suivante : pour tout nombre réel a et
pour tout élément de E, on note af 1’application qui a tout élément x de A associé le nombre réel af (x). Il s’agit
d’une loi de composition externe. On a les propriétés suivantes :

-VfeEona:1l.f=f

-Vf,eE ,VYa,fecRona: alB.f)=(ap).f

-VfeE, Va,peRona:(a+p).f =a.f.+b.f

-Vf,g€eE, VaeRona:a.(f+g)=a.f+a.g

L’ensemble E, muni de I'addition et de la multiplication externe est un espace vectoriel, cette espace prend le nom
d’espace vectoriel des fonctions numériques.

Cas particulier: Lorsque A est'ensemble N des entiers naturels, les applications de N dans R ne sont autres que
les suites de nombres réels. L'ensemble E prend alors le nom d’espace vectoriel des suites de nombres réels.
Exercice: Soit E 'ensemble définie par :

E={f:R—R,/f(x)=(ax+b)e>*, (a,b)cR?

Montrer que (E, +,-) est un espace vectoriel sur R.

1.1.2

Proposition 1.1 Soit E un K-espace vectoriel.
1. VxeE, Ox.x=0g et VaekK, a.0g =0g
2. Vx€E, VaeK, ax=0<a=0x ou x=0g
3. VxeE, VaekK, (—a)x=a.(-x)=—(a.x)
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Démonstration :

1. VxeE,ona:
Ox.x+ax =0k +a)x=ax

donc
Ogx=ax—ax=0g
de méme
al0g+ax=a.(0g+x)=a.x
d’ou

a.OE =0E

2. SoitxeE etaeK tel que a.x=0g

Sia#0,
a lax)=atax=a1.0g=0g
or
-1 _
a a.x=x
d’ot
X = OE

3. SiaeK et x€E ona:
ax+(—a.x)=[la+(—a)l.x=0x.x=0g

de méme
ax+a(-x)=alx+(—x)]= a.0g =0f

donc:
(—a).x=a.(—x)=—(a.x).

d
Remarque: D’apres ce résultat il n'y aurait aucun inconvénient a désigner Og, 1’'élément zéro de E, et le zéro de
K par méme symbole 0.

Proposition 1.2 V(a,B)eK? et Y(x,y)eE?ona:
1. (a-B)x=ax—Px
2. a(x—y)=ax—a.y

1.2 Espace vectoriel produit

Soit deux espaces vectoriels E et F sur le méme corps commutatif, considérons le groupe produit des groupes
(E,+) et (F,+), 'addition sur E x F est définie par :

(c, )+, y)=(x+x',y+y")
On vérifiera que la multiplication externe définie par 1'égalité :
alx,y) = (ax,ay)
munit le groupe produit E x F' d"une structure d’espace vectoriel sur K.

Définition 1.3 L’espace vectoriel ainsi définie s’appelle espace vectoriel produit E x F.

Généralisation : Etant donné n espaces vectoriels E1,Es,...,E, sur le méme corps commutatif K, les égalités
suivantes :
(1,%2, .00, %) +(¥1,525 0, Yn) = (X1 + Y1,%2 + Y2, X5 + Y1)

a(x1,%2,...,%,) = (@X1,aX2, ..., ¥Xp)

définissent l’espace vectoriel E1 x Egx, ..., xE,.
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Exemple : Si K est corps commutatif, alors on peut définir 1’espace vectoriel K”, ’addition et la multiplication
externe sont définis par :
Vx =(x1,%2,...,%n), ¥ =(1,¥2,....,yn)EK" et a €k,

X+y=(x1,%2,...,%0) +(¥1,52, ., ¥n) = (X1 + y1,%2 + ¥2,....,Xn + Yn)

ax =a(x1,x2,...,x,) = (ax1,axs,...,ax,)

1.3 Structure d’algebre

Définition 1.4 On appelle algebre ou K-algebre tout ensemble A muni d’une loi interne notée (+), d'une loi externe notée (.)
et d’une troisieme loi interne notée (*) telles que :

1. (A,+.) est un K-espace vectoriel.

2. (x) est distributive par rapport a I'addition ;

3. Vaelk, V(x,y) e A2, a(x * y) = (ax) * y = x * (ay).
Une K-algebre est dite :
e associative si, et seulement si, () est associative;

e commutative si, et seulement si, () est commutative ;
« unitaire ( ou unifere ) si, et seulement si, A admet un élément neutre pour (x).

Exemples:

1. Tout corps commutatif K est une K-algebre associative, commutative, unitaire, en prenant pour troisieme loi
loi de multiplication.

2. Soit I'espace vectoriel (R4, +,.) des applications numériques, on définit une troisiéme loi par :
VxeA, Vf,geRA, (fg)x) = fx)g(x)

RA est une R-algebre associative, commutative, unitaire, le neutre pour la troisieme loi étant 'application
constante égale a 1.

2 Sous-espaces vectoriels d'un espace vectoriel

2.1 sous-espaces vectoriel

Définition 2.1 Soit E un K-espace vectoriel et F c E, F # @. On dit que F est un sous-espace vectoriel de E si et seulement
si F est stable par I'addition et la multiplication externe et a une structure d’espace vectoriel sur K.

Théoreme 2.1 Soit E un K-espace vectoriel. Une partie F, non vide, de E est un sous-espace vectoriel de
E si et seulementsi Vx,yeF,Va,feK ax+p.yeF.

Exemples:

1. Pour tout espace vectoriel E, {0z} et E sont des sous-espaces vectoriels de E. Tout sous-espace vectoriel
différent de E et {0z} est appelé sous-espace vectoriel propre de E.

2. Soit F ={f € #(I,R): f(0) = 0}. F est un sous-espace vectoriel de .#(I,R), en effet :
Va,BeR Vf,geF (af +Bg)0)=a.f(0)+B.8(0)=0

3. L'ensemble des suites qui convergent vers 0 est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des suites
numériques.

4. Vn e N* K,[X] est un sous-espace vectoriel de K[X].
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Exemples: Dans E =.#(R,R) espaces vectoriels sur R, les ensembles suivants sont des sous-espaces vectoriels de
E.

1. Ensemble des fonctions paires.
2. Ensemble des fonctions impaires.
3. Ensemble des fonctions continues.

4. Ensemble des fonctions % fois dérivables.

Remarque :
1. Un sous-espace vectoriel de E n’est jamais vide : il contient toujours 0.

2. Pour montrer qu'un ensemble F est un espace vectoriel, il suffit de montrer qu’il est un sous-espace d'un
espace vectoriel bien connu, par exemple pour montrer que l’ensemble

S = {(Un)nz0 € CVupsa = aups1 +buy}

est un espace vectoriel il suffit de montrer qu’il est un sous-espace vectoriel de CN.

n
Théoreme 2.2 Si E4,E,,...,.E,, sont des sous-espaces vectoriels d’'un K-espace vectoriel E alors M E; est

i=1
sous-espace vectoriel de E.

i=n
Démonstration: Soit (x,y)e FxF = N E; et (A,u) e K2
i=1

i=n
alorsVi=1,2,..,n (x,y)€ E?, et puisque E; est un sous-espace vectoriel, alors Ax+uy € E; d'ott Ax+puye N E;. O
i=1

Définition 2.2 Soit m (m € N*) éléments x1,xg,...,xn, d'un espace vectoriel et m nombres ay,ag,...,an. L'élément aixq +
Aox2+...+ Amxm de E est appelé combinaison linéaire des éléments x1,x9,...,xm de E ; a1, g, ..., &, sont les coef ficients
respectifs de x1,%x2,...,%m dans cette combinaison linéaire.

Théoreme et définition 2.1 Etant donné des éléments  x1,x9,...,x,, d'un K-espace vectoriel. ensemble de
toutes les combinaisons linéaires de x1,%2,...,%, €St Un sous-espace vectoriel de  E appelé sous-espace
vectoriel engendré par la partie {x1,x2,...,x,} OuU par la famille {x1,x2,...,x,,}, on le note Vect({x1,x2,...,xm}).

Démonstration : Soit x,y € Vect({x1,x2,...,xn}) et a,B €K, alors il existe des scalaires A1,A9,..., m, U1,H2, > tm
tels que :

m m
x=3 Aix; et y=3% px;

=1 i=1
donc

m
ax+ By = _Zl(axli + Bui)x; € Vect({x1,x2,....,xm ). O
i=

Exemples:
1. Soit E un K-espace vectoriel et x un vecteur de E, non nul.
Vect(x) ={Ax/ A e K}
C’est la droite vectoriele engendrée par x.
2. Dans l'espace vectoriel R?
Soit a =(1,-2,3),6=(0,3,-1)
Vectia,b} = {da+pub / (A, p) € R%} = {(A,—21 + 31,31 — ) / (A, p) € R%}
3. Dans l'espace vectoriel .7 (I,R), le sous-espace vectoriel engendré par x — e~2* et x — 3% est 'ensemble
{x — ae 2 + be®* : (a,b) € R?}
4. Ona:
C={x+iy / (x,y) e R%}
=Vect({1,i})
donc C est considéré comme un espace vectoriel engendré par 1 et i.
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5. K,[X1=Vect({1,X,X2,..,X"})
6. K" =Vect({e1,eo,...,en}) avec e; =(1,0,...,0), e2=(0,1,...,0),..., e, =(0,0,...,1)

Définition 2.3 Soit E un K-espace vectoriel. Une famille {a1,as,...,an} de E est appelée famille génératice de E si et
seulement si le sous-espace vectoriel engendré par {a1,az,...,am} est I'espace vectoriel lui-méme.

Remarque: Onavu quel’ensemble F des combinaisons linéaires de a1,a9,...,a,, est un sous-espace vectoriel de
E;etonaF cE. Donc pour démontrer que F = E, il suffit de démontrer que E c F c’est a dire que tout élément de
E est une combinaison linéaire de a1,as,...,an,.

Exemple: K" =Vect({er,ez,...,en}) avece; =(1,0,...,0),e2 =(0,1,...,0),...,e, =(0,0,...,1), donc {e1,ez,...,en} est une
famille génératrice de K"

2.2 Sous-espaces supplémentaires
221

Définition 2.4 Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E. On appelle la somme de F et G,
lensemble F+G ={x+y / x€F et yeG}

Théoreme 2.3 La somme de deux sous-espaces vectoriels  F et G est un sous-espace vectoriel.

Démonstration: Soient F et G deux sous-espaces de E. V(a, f§) € K2,V(x,y)e FxG ona:
ax+By=x'+y avec (x',y)eFxG

donc ax + By € F +G et un par conséquent F + G est un sous-espace vectoriel de E. a

222

Définition 2.5 Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un K-espace vectoriel E. F + G est dite somme directe si
FnG={0g})

Théoreme 2.4 Deux sous-espaces vectoriels F et G sont en somme directe si et seulementsitout xeF+G
s’écrit d'une maniére unique sous laforme x=f+gavec feF et geG.

Démonstration: Supposonsquex=f+g=f"+g" avecf,f €F et g, €G,donc0=(f-f")+(g—g’) donc
f'-f=g-geFnG=(0g}=f=f"et g=¢,
d’ot1 'unicité de 'écriture
x=f+g.

Réciproquement, soitx e FNG
alors
x=0+x=x+0

et par unicité x = 0, donc
FnG={0g}

2.1 F et G sont en somme directe si et seulement siVf e F,.YgeG

(f+g=0g=f=g=0g)

Définition 2.6 Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un k-espace vectoriel E. F et G sont dits supplimentaires si ils
sont en somme directeet F+G =E. Onnote FeG =E
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Remarque :
F+G=E
F@G—E(:»{ FG=10g)

Exercice: Soit E =.%(I,R), avec I un intervalle symétrique par rapport a 0, 'espace vectoriel des fonction numé-
riques. Montrer que E est somme directe des sous-espaces vectoriels des fonctions pairs et des fonctions impaires.

3 Applications linéaires

3.1 Définition. Exemples

Définition 3.1 Etant donnés deux espaces vectoriels E et F sur K. On appelle application linéaire de E dans F toute appli-
cation f de E dans F vérifiant :

()VxeE,VyeE fx+y)=f@)+f(y)

(2) Vxe ENAeK f(Ax)=Af(x)

Si E =F ondit que f est un endomorphisme de I'espace vectoriel E. Si l'application linéaire f : E — F est bijective, c’est un
isomorphisme de E sur F, si de plus E = F, on dit que f est un automorphisme de E.

Notations : L'ensemble des applications linéaires de E dans F sera noté par Z(E,F), 'ensemble est des endo-
morphismes de E est noté Z(E) au lieu de Z(E,E), enfin on note ¥.Z(E) I'ensemble des automorphismes de
E

Remarque : f:E — F est une application linéaire si, et seulement si, Vx e E,.Vy € E VA,ue K f(Ax+puy) =

Af () + uf ().

Exemples :
1. On considére R comme espace vectoriel sur lui méme, soit f 1’application,a € R :

f: R — R
x — ax
f est une application linéaire, d’une maniére générale, soit E un K-espace vectoriel et A € K, I'application :

hA:E'—>E
x — Ax

est linéaire, appelée homothétie de rapport A.
2. SiE =E; x Eg les applications pri et pro définies par:
pri(x1,x2) = x1 et pra(x1,x2) = x2
sont des applications linéaires de E; x E5 respectivement dans E1 et dans E.
3. Soit E =R?, F =R3, soit f I'application définie de E dans F par :
Va,y €R?, flx,y)=(2x—y,—x+3y,2x—3y)

f est une application linéaire, en effet : Va, B € R, ¥(x,y) € R?, V(x',y') € R?

flale,y)+ B, y")

flax+ Bx',ay+ By)
= Qax+Bx)—ay+py,—ax— Bx'+3(ay + By,
2(ax + Bx") - 3(ay + By"))
= a2x—y,—x+3y,2x—3y)+ B2x" —y',—x" +3y',2x" - 3y")
= af(xy+pfE,y)
4. L'application I' de k[X] dans k[X] définie par I'(P) = P’ est linéaire.

Définition 3.2 On appelle forme linéaire sur un K-espace vectoriel E toute application linéaire de E dans K considéré comme
espace vectoriel.
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Exemple: L’application @ de 'espace vectoriel des fonctions intégrales au sens de Riemann sur le segment [a, b]
b

dans R définie par ®(f) = [ f(#)dt est une forme linéaire.
a

3.2 Premieres propriétés des applications linéaires

Théoreme 3.1 Pour toute application linéaire  f de E dans F.
1. f(0g)=0F et pourtout xde Eona f(-x)=—-f(x).
2. Si A est sous-espace vectoriel de  E, f(A) est un sous-espace vectoriel de F.
3. Si B est sous-espace vectoriel de  F, f~1(B) est un sous-espace vectoriel de E.

Démonstration :
1. Vx€E,
flx) = f(Og+x)
= fOp)+f(x)
on en déduit que f(0g)=0p.
2. Vx€E,
fOg) = flx-x)
= fx)+f(-x)

donc f(-x) est 'opposé de f(x) dans F, c’est a dire f(-x) = —f(x).

3. Soit A un sous-espace vectoriel de E, x’ et y’ des éléments de f(A), il existe alors x et y de A tels que x' = f(x)
et y'=f(y), d’ott pour tout a €K :

fa—-y=Ffx)-fy)=x"-y et flax)=af(x) = ax’
donc ' -y’ et ax’ appartiennent & f(A) qui est donc un sous-espace vectoriel de F'.

4. Soit B un sous-espace vectoriel de F, x et y deux éléments de f “1(B), f(x) et f(y) appartiennent a B, d’olt
pour tout a € K.

f@)-fy)=Fflx—-y)etaf(x)=f(ax)

appartiennent & B, donc x — y et ax appartiennent a f~1(B) qui est donc un sous-espace vectoriel de E.
0

Définition 3.3 On appelle noyau d’une application linéaire f de E dans F I'ensemble {x € E /f(x) = 0} et image de f
I'ensemble {f (x) / x € E}. Et on note :

kerf={xe€E f(x)=0r} Imf ={f(x)/x € E}

Exercice: Soit f 'application linéaire de R? dans R3, définie par :
fla,y)=Q2x—y,x+y,3x—4y)

Déterminer ker f et Imf.

Proposition 3.1 Soit f une application linéaire de E dans F.kerf estun sous-espace vectorielde E etImf
est un sous-espace vectoriel de  F.
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Démonstration: -Va,BeK, Vx,yekerf,ona: flax+By)=af(x)+Bf(y)=0r
-Soity,y' eImf eta,feK,alors dx,x' € E telsque: f(x)=y et f(x)=y

ay+ By =af @)+ pf') = flax+ pa')
donc ay+ By € Imf. a

Théoreme 3.2 Pour toute application linéaire  f de E dans F les proptiétés suivantes sont équivalentes :
1. Lapplication f est injective.
2. kerf ={0g}.

Démonstration: (1) = (2) Soitx ekerf, f(x) =0r = f(0g) et puisque f est injective, alors x = 0.
(2) = (1) Soit x et y de E tels que f(x)=f(y)

alors

flx—-y)=0p <= x-yekerf
donc si kerf ={0g}, x — y = Og et par suite x = y. O
Proposition 3.2 Soient E et F' deux espaces vectoriels sur un corps commutatif K.Si f et g de Z(E,F) et

a, § des scalaires, alors af + g appartienta Z(E,F). Autrementdit Z(E,F) est un espace vectoriel.

Soient trois k-espaces vectoriels E,F,G. Considérons 'application & = go f composée des applications linéaires g
etf,avecfe X([E,F)etge X(F,G)

L F £qg
hiff

Va,fek, V(x,y)eE?ona:

h(ax+By) = glf(ax+ Byl
= glaf@)+pf ]
= aglf()l+pglf(y]
= agof(x)+pgof(y)
= ah(x)+ Bh(y)

Théoreme 3.3 L'application composée de deux applications linéaires est une application linéaire.

Corollaire 3.1 (¥Z(E),+,.,0) est une [K-algébre associative et unitaire.

Démonstration: En effet,
e (Z(E),+,.) est un espace vectoriel.
« (o) est distributive par rapport a 'addition.
eVaelk,Vf,ge L(E)
a(gof)=(ag)ef =golaf)
o Vf,g,he X(E),
fo(goh)=(fog)oh

«Vfe L),
foidg=idgof=f
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o)

w u=v+w

Définition 3.4 Soient F et G deux sous-espaces vecto-
riels supplémentaires de E : E = F &G, Pour tout vecteur
u de E il existe un unique v € F et un unique w € G tels
queu=v+w.

<
SN 4

1. L'application p : u — v est la projection sur F,
parallelement a G.

2. L'application s : u — v —w est la symétrie par
rapport a F, parallelement a G. -w

FIGURE 1 - La symétrie par rapport a F, parallele-
ment a G.

Remarque: Dans l'algebre (Z(E),+,.,0),si fog=gof, onlaformule de bindme
(f+g)f' =) Cpf"™ogh
k=0

en particulier Vf € Z(E)
n
Udg+fy =Y Crft
k=0
Proposition 3.3 Soit £ unisomorphisme de E dans F, alors la bijection réciproque £~ est un isomorphisme

de F dans E.

Corollaire 3.2 Soit E un espace vectoriel, alors (4.2(E),o) est un groupe, en général ce groupe n’est pas
commutatif.

Remarque: (¥.Z(E),o)n'est autre que le groupe des éléments inversibles de I'anneau (Z(E), +,0).
3.3 Projections et symétries vectorielles

Proposition 3.4
1. p estun endomorphisme de E, etil vérifie pop=p
2. s estun automorphisme de E et sos=1id. Ainsi s est involutif.

Démonstration: Pour tout vecteur u de E il existe un unique v € F et un unique w € G tels que u =v +w
donc

poplv+w)=p)=pl+w)
et
sos(v+w)=s(v—-w)=v—-(—w)=v+w =u=id(u).

s est bijective car elle est injective et surjective puisque s? = id. a

Remarque: On a larelation suivante entre p ets:s=2p—idg.

Définition 3.5 Soit E un K-espace vectoriel. On appelle projecteur de E tout endomorphisme p de E vérifiant pop = p.
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