Chapitre 12
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1 Indépendance linéaire

1.1 Indépendance linéaire

Soit {a1,a9,...,am} une famille de vecteurs d"un espace vectoriel E.

Définition 1.1 La famille {a1,a9,...,am} et dite libre ou les éléments a1,as,...,am sont linéairements indépendants si
et seulement siVay,as,...,a, EKona:

Dans le cas contraire, la famille est dite liée ou les vecteurs sont linéairement dépendants

(a1 +agsag+...+amam =0g) = (@1 =ag=...=a,, =0)

Exemples :

1. Soit @ = (3,2) et b = (1,-2) deux éléments de R2. a et b sont linéairement indépendants, en effet, cherchons

A, u tels que : A(3,2) + u(1,-2) =(0,0)

A(3,2)+ u(1,-2) =(0,0) = {

2. Soit @ = (~2,4) et b = (1,-2) deux éléments de R2. a et b sont linéairement dépendants, par exemple a = —2b
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3. E=Z([R,R), f(x)=e%*, gx) =e*, f et g sont linéairement indépendants, en effet, soit @ et § € R tels que

af +fg=0g
a+p=0

2a-=0 = a=0=0

af+,Bg=0<=>Vx€|R,ae2x+ﬂe_x=0<=>{

Définition 1.2 Soit (x;);e; une famille ( éventuellement infinie ) d’éléments de E.
1. On dit que (x;);eg est libre si, et seulement si, toute sous-famille finie de (x;);er est libre.
2. On dit que (x;);eg est liée si, et seulement si, il existe une sous-famille finie de (x;);er qui soit liée.

Exemple: E= RR et pour tout @ € R, f; : x — e“*. La famille (f)qcr est libre, en effet :
Soit {fa,, fag,--» fa,} une sous-famille finie de (fo)acr, avec a1 < ag <... < ap et (1;)1<i<, tels que

n
VxeR, Y Aie®*=0
i=1

Alors, A, = —’_Lilﬂtie(“i‘“")x, d’ot1 par passage a la limite en +oo : A, = 0. En réitérant, on obtient A, =A,_1=... =

A1=0. =

Théoreme 1.1 Une famille est liée si, et seulement si, il existe un de ces él  éments qui soit une combinaison

linéaire finie des autres éléments de la famille.

Démonstration: Soit une famille (a;)1<;<p liée, il existe une famille de scalaires (a;)1<;<p non tous nuls tels que :
ajal tagagt+..tapap = 0

supposons, en changeant au besoin le numérotage a, #0, d’ot1:

-1
ap -a, (ara1+agag+...+ap_10p-1)

-1 -1
p p

pra1+Peag+...+ PBp-1ap-1

-1
(—a, a1)a1+(—a ag)a2+...+(—ap Ap-1)8p-1)

En particulier si une famille a deux éléments non nuls est liée, il existe un scalaire A tel que a2 = Aa; : on dit que a1
et ag sont colinéaires. O

Corollaire 1.1 {ay,as,...,ap} étant une partie libre de  p éléments et {a1,as,...,a,,x} Une partie liée, x appartient
au sous-espace engendré par {a1,as,...,a,} etl'ona

x=piay+pgag+...+Upap
d’'une maniére unique.

Démonstration: En effet,ona:
aia1+agaz+..+apap+ax=0

@1,qz,...,ap,a n'étant pas tous nuls. a # 0, sinon on aurait @ = 0 et I'un des scalaires a1,as,...,a, serait non nul,
donc la partie {a1,a2,...,ap} serait liée. On aura donc

X =Hia1 +ugag+...+Upap

Supposons
p1a1 + figQg + ...+ Upap = H1a1+ oA + ...+ i, ap
on aura:
(11 = par +(pg = pgdag + ...+ (pp — pp)ap =0
donc u; — ,u; =0 pour tout i, puisque la partie {a1,a9,...,a,} est libre. O

Théoreme 1.2 Soit .2 ={a1,as,....an} une partie liorea m élémentsde E et ¥ ={g1,g2,...,gp} Une partie géné-
ratrice de E. Alors m < p eten changeant éventuellement le numérotage i — g;, %' ={a1,a2,...@m,&m+1,---&p}
est encore une partie génératrice de E.
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Démonstration: En effet:

a1 =181+ 582 + ..+ [y Ep
au moins 1'un des p} est non nul sinon a; = 0 et £ ne serait pas libre, en changeant le numérotage, on peut
supposer i #0, donc :

g1 = a%a1+aég2+...+a},gp

Il en résulte que % = {a1,82,...,8p} une partie génératrice de E, en particulier
2 2 2
a2 = Hia1+ o822+ ...+ Uy 8p

au moins l'un des 2, i =2,3,...,p est non nul, car si p = ... = y% = 0, on aurait as = pja; et . ne serait pas libre, en
changeant au besoin le numérotage nous pouvons supposer p2 # 0, donc :

2 2 2 2
g2=07a1 +asa2 +0a383 +...+apgp

donc % = {a1,a2,83,...,8p} st encore une partie génératrice de E ; en recommencant un nombre fini de fois cette
opération, nous voyons que : 9,y = {a1,as,...,ap,8p/+1,--.&p}, AVEC p' <inf{m, p} est une partie génératrice de E.
Montrons que m < p, supposons le contraire, dans ce cas en prenant p' = p :

gp = {a15a2""’ap}

engendrerait E et les éléments ap.1,...,an seraient des combinaisons linéaires de a1,as,...,ap,, donc £ ne serait pas
libre.
Donc au bout d’un nombre fini d’opérations, nous arriverons a la partie génératrice :

gm = {al,a2a---,am,gm+1,---,gp}
0

Corollaire 1.2 Soit G une partie génératrice, a p éléments, de E, alors toute partie de E ayant strictement
plus de p éléments est liée.

Remarque : Le corollaire précédent peut s’exprimer sous la forme équivalente : Toute partie contenant p + 1
vecteurs de E qui sont des combinaisons linéaires de p vecteurs quelconques de E est liée.

1.2 Bases d’un espace vectoriel de dimension finie

Définition 1.3 On dit que E est de dimension finie, s'il admet une famille génératrice finie. Dans le cas contraire, on dit que
E est de dimension infinie.

Théoreme 1.3 (et définition )Pour toute partie % non vide de E, de dimension finie, les propriétés suivante
sont équivalentes :

1. % est une partie génératrice libre de E

2. % est une partie génératrice minimale de E

3. % est une partie génératrice maximale de E.

Toute partie % =1{a1,as,...,a,} possédant 'une de ses propriétés est appelée une base de E. Pour tout x de
E il existe une famille unique de scalaires  «; (1<i<n) tels que :

n
x=aia1+agag+...+ana, = Z a;a;
i=1

ai,as,...,a, Sont appelés les coordonnées de  x dans la base #.
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Démonstration: Soit %, ={g1,82,....&p} une partie génératrice minimale de E a p éléments, donc elle est libre.
Réciproquement, soit % = {a1,as,...,ap} une partie libre et génératrice, nous allons montrer que c’est une partie
génératrice minimale ; sinon un des ses éléments serait combinaison linéaire des autres et % ne serait plus une
partie libre.

D’autre part x étant un élément quelconque de E et # = {a1,a2,...,ap} une partie génératrice libre, donc minimale,
donc {a1,ag,...,ap,x} est une partie liée, sinon {a1,as,...,a,} n'engendrerait pas E; # est donc une famille libre
maximale.

Réciproquement, soit .y = {b1,b2,...,b,} une partie libre maximale, c’est-a-dire libre telle que pour tout x de E,
L U {x} soit liée, donc {b1,b2,...,b,} est une partie génératrice et libre. O

1.3 Existence de bases pour un espace de dimension finie

Théoreme 1.4 Tout espace vectoriel E de dimension finie, non réduit & {0}, admet une base; d’'une fagon
plus précise ¥ étant une partie génératrice de E et . une partie libre de E contenue dans ¢, il existe une
base % telle que :

LcHhcY

Démonstration : E étant de dimension finie non réduit a {0}, admet au moins une partie génératrice finie ¢ =
{g1,82,...8p} de p éléments que 'on peut supposer non nuls. Il y a donc des parties de ¢ qui sont libres, par
exemple {g1}, soit .Z une d’entre elles; donc ¥ c ¥.

Si .2 engendre E, c’est une base. Si .2 n’engendre pas E, il existe g;, de ¥\.Z n’appartient pas au sous-espace F
engendré par .Z, car si tous les éléments de ¥\.Z appartient a F, .Z engendrerait E ; posons :

L=2, 1=Luigi )

Z est libre, sinon g;, € F, donc :
L =L clchG

Si % engendre E, £ est une base de E. Si 21 n’engendre pas E, nous pouvons recommencer le raisonnement, il
existe g;, €9\, Lo=2L1U{g;,} estlibreet:

L=SLycAcLcY

nous pouvons ainsi construire une suite finie strictement croissante de parties libres de E, toutes contenus dans
G:
L =LclicLc..cH,cY

¢ étant finie, il existe donc m tel que %p,—1 soit une partie libre n’engendre par E et .}, libre engendrant E, %,
sera donc une base de E. O

1.3 Soit .Z une partie libre de E et ¢4 une partie génératrice. Alors il existe une partie 0 de &
telle que £ uJZ soit une base de E.
Démonstration: ¢ uU.Z engendre E et £ c Y U.Z, il existe donc une base 4 telle que :
LcHhcGuZ
Tous ces parties sont finis, il existe donc une partie 77 telle que # = 2 U 7. a

Remarque : Ce résultat est connu sous le nom de théoreme de la base incompleéte : la partie libre . ayant été
complétée par un certain nombre d’éléments de ¥.

2 Dimension d’un espace vectoriel

2.1 Dimension d'un espace vectoriel

Théoreme et définition 2.1 Si E admet une base ayant n éléments alors toute base de E a n éléments.
I'entier naturel n est appelé dimension de E et on note n=dimE.
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Démonstration: Soit # une base de E et n le nombre de ces éléments. Soit ' une autre base ayant n’ éléments,
' est une partie libre de E et ses éléments sont des combinaisons linéaires des éléments de &, donc : n’ <n, de
méme n' <n. O

Remarque: {0} est un espace vectoriel a un seul élément, on posera par définition :

dim{0} =0

Exemples:
1. C est un R-espace vectoriel de dimension 2. En effet tout élément z de C s’écrit d'une maniére unique sous la
forme z=x+1y, x,y € R, donc {1,i} forme une base de C sur R.

avece; =(0,...,1,...0).
la position i

3. Kn[X] (n € N*) est un K-espace vectoriel de dimension n + 1, par exemple {1,X,X2,... X"} est une base de
KnlX].
Proposition 2.1 f:E — F une application linéaire bijective, alors :
1. Limage d'une base de E estune base de F.
2. dimE =dimF

Démonstration: Soit % ={eq,eq,...,e,} une base de E, avec n = dim E, montrons que {f(e1),f(e2),...,f(en)} est une
base de F.
Soit A1,A2,...,A, €K tels que:

Afler)+Asf(ea)+...+ A, flen) =0p

alors
f(/llel + /1262 +...+ Anen) = OF

et comme f est une bijection alors :
7L1e1 + /12e2 + ...+ Anen = OE

donc
AM=Ag=..=1,=0

On en déduit que {f(e1),f(e2),...,f(e,)} est une base de F et dimF = dimE. O

Théoréeme 2.1 Tout espace vectoriel de E de dimension n sur K estisomorphe & K”.

Démonstration : Soit {e1,eq,...,e,} une base de E, pour tout x de E il existe une famille unique (x;)1<;<, de
scalaires telle que :
X =x1e1+x9eg+...+xne,

Considérons maintenant ’application E dans K" définie par :
f(x) = (x1,%2,...,%n)
il est clair que f est une bijection de plus si
@ =01,52,5n)
alors
fa+y)= @1+ Y1,00%0 +Y0) = (@1, %0) + (1,0, 90) = (X)) = £ ()

et
VAER, f(Ax)=(Ax1,Ax2,...,Ax,) = Ax1,%x2,...,X,) = Af (x)

Donc cette application est un isomorphisme de E dans K". Autrement dit il existe une seule structure d’espace
vectoriel de dimension » sur K : celle de K”. d

2.1 Deux espaces vectoriels E et F de dimension finie sur le méme corps KK sont isomorphes
si, et seulement si, ils ont méme dimension par rapport a <.
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Démonstration : En effet, il existe un isomorphisme f de E dans K" et un isomorphisme g de F dans K", donc
l'application g1 o f est un isomorphisme de E dans F. a
De la définition de la dimension et du corollaire précédent on déduit le théoreme :

Théoreme 2.2 Dans un espace vectoriel de dimension  n sur K :
1. Toute partie libre a au plus n éléments.
2. Toute partie ayant n+1 éléments est liée.

E et F étant deux espaces vectoriels sur K, supposons dimE = n et soit {e1,es,...,e,} une base E. On le résultat
suivant :

Proposition 2.2 [l existe une unique application linéaire  f de E dans F, telle que :
(Vie{l,2,..,n})  fle))=Ff;

f1,f2,...,fn» €tant n éléments quelconques de F.

Démonstration: Supposons qu'une telle application existe, nous aurons d’une maniére unique :

n n n
x=) xie;=f(®)=) x;fle)=) xif;
i=1 i=1 i=1
Réciproquement I'application de E dans F définie par :
n
x— Y xifi
i=1
est linéaire, donc f existe et est unique. O
Proposition 2.3 E et F étant deux espaces vectoriels sur K de dimensions respectives finies  n et m. Alors
dim(E x F)=dimE + dimF.
Démonstration : Soient {e1,eq,...,e,} une base de E et {f1,f2,...,f/m} une base de F. Soit (x,y) un élément quel-
conque de E x F, alors il existe deux familles uniques (x1,x2,...,x,) et (¥1,¥2,...,¥m) telles que :
X=x1e1+x2eg+...+xne,
et

y=yifi+tyefot. ..+ Ymfm

donc
(x,y) =x1(e1,0) +x2(e2,0) +... + xp(ey,0) + y1(0, f1) + y2(0, f2) + ... + ¥ (0, f 1)

Autrement dit, la famille ((e;,0)U (0, f)))1<i<n, 1<j<m) €st une base de E x F, donc

dim(ExF)=n+m=dimE +dimF.

Remarque: Le résultat précédent se généralise a p espaces vectoriels, de dimensions finies sur K :

dimE 1 xEgx..xEp)=dimE; +dimEg+... +dimE,,.

2.2 Dimension de Z(E,F)

Proposition 2.4 Soient E, F deux espaces vectoriels de dimensions finies sur K. Alors Z(E,F) est de
dimension finie et :
dim Z(E,F) = dim(E).dim(F)
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Démonstration: Notons n=dimE, m =dimF, B ={e,eq,...,ep,} unebase de E et € = {f1, f2,...,fm} unebase de F'.
Pour chaque couple (i, ), notons ¢;; I'élément de Z(E,F) définie par :

@ijler) =0p;fi

ol est le symbole de Kronecker.
Montrons que la famille
(@ij)1<i<n,1<j<m
est une base de £ (E,F).
1. Soit (iij)1<i<n,1<j<m € K™ tel que
Y. Hij9ij=0.

l<isn,l<j<m

On a alors, pour tout £ de {1,2,...,n} :

o
Il

C Y wijeier)
1<isn,l<j<m

= Hijpijer)

1<isn,l<j<m

= WijOrifi

1<isn,l<j<m

Wirfi

1<is<n

Comme {f1, f2,...,fm} est libre, on déduit : V£ et i, y;, = 0. Ceci montre que la famille est libre.
2. Soit f € Z(E,F).Pour chaque j, f(e;) se décompose dans la base {f1, f2, ..., fm} de F etil existe donc (1, ..., tm;) €

K™tel que :
flej)=) wijfi
i=1
On alors :
VRe{L,2,..,n}, () wijpi)er)= Y. wirfi=fler)
l<i<n,l<j<m 1<is<n
d’ou

f= > Hijpij

l<isn,l<j<m

Donc la famille (¢;;);; engendre .Z(E,F). Finalement, (¢;;);; est une base de Z(E,F) et :
dim Z(E,F) = dim(E).dim(F)

2.3 Dimension d'un sous-espace vectoriel de E

Proposition 2.5 Si E est de dimension n, tout sous-espace vectoriel F de E est de dimension finie p<n.
De plus F =E si, et seulement si, n=p.

Démonstration: SiF ={0}, dimF =0etsi E ={0}, on a aussi F ={0}.

Supposons F # {0}, soit . une partie libre de F, donc c’est une partie libre de E et a donc au plus n éléments; . a
au moins un élément non nul car F # {0}, il y a donc dans F' des parties libres, soit p le nombre d’éléments d'une
partie libre maximale de F, donc c’est une base de F et 1< p <n.

Si n = p alors la derniére famille serait une base de E et F = E. 0

Proposition 2.6 Tout sous-espace vectoriel F d'un espace vectoriel E de dimension finie admet au moins
un supplémentaire G par rapporta E et:

E=FeG = dimE =dimF +dimG.
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Démonstration : Soit F # {0} un sous-espace vectoriel de E et {e1,eg,...,e,} une base de F, donc d’apres le théo-
réme de la base incompléte, on peut construire une base de E de la forme :

{31,92,---,ep,ep+1,---,en}

avec n =dimE. Vérifions que G =vect{ep+1,...,e,} est un sous-espace vectoriel supplémentaire de F.
Soit x € E, il existe des scalaires tels que

n
x=) pie;
1=0

b n
Silonposey= Y pe;etz= Y pe;,alorsx=y+zavecyeFetzeG.
i=0 i=p+1

Six e F NG, il existe A1,A2,...,4p, Up+1,...,Un tels que

p n
x= Z)Liei = Z uie;
=0 i=p+1
On a donc
P n
D Aiei+ Y (~pie;=0
i=0 i=p+1
donc A; = uj =0, et par conséquent x = 0 et donc F nG = {0}. a

3 Rang d’une application linéaire

3.1 Rang d’une famille de vecteurs

Définition 3.1 Soit F = {v1,vs,...,up} une famille de vecteurs d'un espace vectoriel E. On appelle rang de & ['entier
rg% = dimVect(.F). C'est le nombre maximum de vecteurs linéairement indépendants que I'on peut extraire de la famille
{vl,vZ,.-.,Up}

Proposition 3.1 Etant donné p vecteurs x; = i x;;a; d’'un espace vectoriel E de dimension n sur K (p <n),
Si Fl
(j<i=ux;;=0)et(Vi<i<p)x;#0
les p vecteurs (x;) sont indépendants.
Démonstration: Soit
A1xy+Agxg + ...+ Apxp =0

en considérant les composantes de A1x1 + Agx2 + ... + A, xp NOUs avons pour tout j=1,2,...,p

/11x1j+/12x2j+...+/1pxpj =0

soit donc
Mx11=0
A1x12 + Agx22 =0
A1x1j+ Aoxgj+...+Ajx;; =0
MX1p +A2%2p + v +Apxpp =0
cequidonne A1 =Ag=..=1,=0. a
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Proposition 3.2 (Propriétés) Le rang d’'une famille de vecteurs reste inchangé dans les cas suivantes :
1. si on permute les vecteurs de la famille.
2. si on multiplie un vecteur par un scalaire non nul.
3. si on ajoute a un vecteur une combinaisons linéaire des aut res vecteurs.

Démonstration: Soit .# ={v1,v9,...,vp} une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E.
1. C’est évident
2. Le sous-espace engendré par .Z et par .Z' = {v1,v9,...,AiVj,...,Up} est bien le méme si A; # 0.

p
3. De méme le sous-espace engendré par .# et par %" ={v1,vs,...,v; + _ 1Z_¢l,ujvj,...,vp} estle méme .
J=1j#

Exemple: Dans R* on donne
d@=(1,2,3,4); b=(3,4,5,7; ¢=(3,2,1,2)

Déterminons le rang de {d’,g, ¢}

a b ¢ a b-3d ¢-3d
1 3 3 1 0
2 4 2 — 2 -2 -4
3 5 1 3 —4 -8
4 7 2 4 -5 -10

a b-33 &-2b+3d

1 0 0

— | 2 -2 0
3 -4 0
4 -5 0

Donc rg({@,b,é) = rg(ld,b — 8@,3G —2b + &) =2 et la famille est liée par la relation 3a — 26 + &= 0. On déduit aussi
que dim Vect{d, b,é}=2et que {@,b — 3a} est une base de Vect{d,5,c}.

3.2 Théoréeme du rang

Définition 3.2 Soient E et F deux sous-espaces vectoriels sur K et f une application linéaire de E dans F. On appelle rang
de f, que l'on note rg(w), la dimension de Im f lorsqu’elle est finie.

Lemme 3.1 Soient E et F deux sous-espaces vectoriels sur K et f une application linéaire de E dans F. Si Eg est un
supplémentaire de ker f dans E, I'application u induit un isomorphisme de Eq sur Imf.

Démonstration: L'application g :
Ey — Imf
x —  f)

est bien définie et linéaire ; montrons qu’elle bijective.

1. kerf ={x € Eo\f(x) =0} = Eg nker f = {0}, donc g est injective.

2. Soit y e Imf, il existe x € E tel que y = f(x) et puisque E et ker f sont supplémentaires de E, on peut écrire :

x=x0+x1 avecxg € Eg et x; ekerf
Par suite

y = f(x) = f(xo0) = g(xo)

et par conséquent g est surjective.
d

Théoreme 3.1 Si E est de dimension finie et  f une application linéaire de E dans une espace vectoriel F,

alors
dimE =rgf + dim(ker f).
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Démonstration: Soit E¢ un supplémentaire de ker f dans E. D’apres ce qui précede, les sous-espaces vectoriels
Eq et Imf sont isomorphe et ont donc la méme dimension finie. Par conséquent :

dimE =dimE(+dimker f = dimIm f + dim(ker f).
O

Remarque : Bien que dimE = dimImf + dim(kerf), kerf et Imf ne sont pas supplémentaires dans E. En effet,
d’abord, Im f est un sous-espace vectoriel de F et non de E et méme si F = E, kerf et Imf peuvent ne pas étre
supplémentaires dans E, comme le montre 1’exemple suivant :

f RZ . R2
(x,y) — (0,x)

dansle quelona:
kerf =Imf =Vect{(0,1)}.
Corollaire 3.1 Etant donné deux sous-espaces vectoriels E, et E5 de E de dimension finie, alors

dim(E{+E9)=dimE{+dimEs —dim(E1NE9).

Démonstration: Considérons l'application f de E1 x E3 dans E définie par
flx1,x2) =x1 +x2

(x1€E1,x2€ E9)
1. f est une application linéaire.
2. kerf est décrit par (x,—x), x décrivant E1 N Eg, de plus I'application

x— (x,—x)

de E1nE3g dans ker f est un isomorphisme, donc ker f est isomorphe a E1 N Es.
3. Ona:Imf =E+E; et d’apres le théoréme de rang :

dim(E; x Eg) =dimIm f + dimker f

ou encore
dim(E1+Eg)+dim(E1NEg)=dimE; +dimEy

O
Corollaire 3.2 Soit f une application linéaire de E dans F, E et F deux espaces vectoriels de dimensions
finies sur K. respectivement égales a n et p.
1. rgf =n si, et seulement si, f estinjective.
2. rgf =p si, et seulement si, f est surjective.
Démonstration :
1. En effetrgf =n—dimkerf =n implique ker f = {0} donc f injective et réciproquement.
2. dim f(E)=dimF équivalent a f est surjective.
O

On en déduit le résultat fondamental suivant :
Corollaire 3.3 E et F étant deux espaces vectoriels de méme dimensions. Pour tout e application linéaire
f de E dans F les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est une bijective.

2. f estinjective.

3. f est surjective.
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4 Formes linéaires en dimension finie

4.1 Espace vectoriel dual, base duale

Définition 4.1 On appelle dual d’un K-espace vectoriel E, I'ensemble des formes linéaires sur E, c’est-a-dire I'espace vecto-
riel Z(E,K). On le note E*.

Remarque : Si E est de dimension finie, il est de méme de E* = Z(E,K) et dimE = dimE*, donc E et E* sont
deux espaces vectoriels isomorphes.

Théoréme et définition 4.1 E étant un un espace vectoriel de dimension finie muni d’une bas e #B=A{e1,e9,...,en}.
Pour tout i€{1,2,...,n}, on note e’ la forme linéaire définie sur  E par :

Vli<js<n, e;(e;)=06;;. ( symbole de Kronecker )
Alors la famille  (e})1<;<, €st une base de E*, appelée base duale de #.

Démonstration: Puisque dimE* = n, il suffit de montrer que la famille (e})1<;<, est une famille libre.

n
Soit (A1,2,...,An) €K™ tel que f = ¥ A;e} =0, alors:
i=1

n
Vi<j<n, fle;)=) Aief(e;)=1;=0.
i=1

Remarques :

1. Six est un vecteur de E dont les coordonnées dans la base % sont (x1,x2,...,x,), alors :
Vli<isn, ef(x)=e](x1e1+xge2+..+xpep) =x;
2. Toute forme linéaire f s’écrit sous la forme
f= i Aie;
i=1

Si x € E dont les coordonnées dans la base % sont (x1,x2,...,x,), alors :
n n
flx)= Z Aie;(x)= Z Aix;.
i=1 i=1
ce qui donne 'expression générale d'une forme linéaire sur E.

4.2 Hyperplans et formes linéaires

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n = 1.

Proposition 4.1 Si H est un sous-espace vectoriel de  E, les propositions suivantes sont équivalentes :
1. dimH=n-1,
2. il existe une droite vectorielle D telleque E=HeD,
3. il existe une forme linéaire non nulle £ telle que H =kerf.

On appelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel H de E vérifiant I'un de ces conditions.
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Démonstration: 1.= 2.5idimH =n -1, alors H admet un supplémentaire D par rapporta E etona:
dimD =dim-dimH =1

ce qui preuve que D est une droite vectorielle de E.

2. = 3. Soit {e1,eg,...,ep—1} une base de H et e, une base de D, alors {e1,es,...,en—1,e,} est une base de E, de plus
x € H si, et seulement si, sa composante sur e, est nulle, c’est-a-dire e, (x) = 0.

Donc H =kere;,.

3.= 1. Soit f € E* telle que H =kerf, alors d’apres la formule du rang, on a :

dimH =dimE -rgf=n-1

car f est non nulle. O

Remarque : Si un sous-espace vectoriel F' contient strictement un hyperplan, alors il est égal a E puisque sa
dimension est strictement supérieure a n -1, donc égale a dimE.

Corollaire 4.1 Soit & une base de E. Une partie H de E est un hyperplan si, et seulement si, elle admet
dans la base % une équation du type :

n
Z a;xX; = 0
i=1

ol les a; sont des scalaires non tous nuls.

Démonstration : 1l suffit de remarquer que l'expression générale d'une forme linéaire f dans une base B est
n

fx)=3 a;x;. O
i=1

Proposition 4.2 Deux formes linéaires f et g sur E sont colinéaires si, et seulement si,  kerf =kerg.

Démonstration: Lhyperplan H =kerf admet un supplémentaire D qui est une droite vectorielle ; notons e, une
base de D.
en ¢ ker f =ker g implique :
glen)#0et 1= L 20
Tout vecteur x de E s’écrit :

x=h+ae, avecheHetaek

etona:
g8(x)=g(h) +agle,) = aglen)
et
f)=f(h)+af(e,)=af(e,)=Agx).
Donc f = 2g. O

Corollaire 4.2 Deux hyperplans, d’équations respectives :

n n
ajx;=0et bix;=0
=1 =1

1

1

dans une base de E, sont égaux si, et seulement si, , s'il existe AeK tel que (b1,bs,...,b,) = Mai,as,...,an).

Cours de Mathématiques MPSI 12 /12 Rédigé par: M.Tarqi



