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CHAPITRE 15 MATRICES ET SYSTEMES LINEAIRES

1 Généralités
1.1 Définitions diverses

Définition 1.1 On appelle matrice de type (n,p) sur K toute application de {1,2,...,n} x {1,2,..., p} dans K. Une matrice est
donc une famille double finie :

{1,2,..,n}x{1,2,...,p} — K

@,7) —  ajj
Une matrice A sera représentée soit par :
ail aig .. Q1p
ag1 agz . . ag
A =(aij)i<i<ni<j<p OU A= P
anl QAn2 . . Qpup

Nous dirons que A est une matrice de type (n,p) ( n nombre de lignes, p nombre de colonnes) leur ensemble est
désigné par .4, p(K).

Cas particuliers :

« Si p =n on dit la matrice A est carrée d’ordre n, les éléments a;; sont appelés éléments diagonaux de A; leur
ensemble est la diagonale principale de A. L'ensemble des matrices carrées, d’ordre n, sera noté .#,(K).

¢ Si p =1 on dit la matrice est unicolonne.

¢ Si n =1 on dit la matrice est unilgne.

Définition 1.2 On appelle transposée de la matrice A =(a;j)1<i<n,1<j<p 1a matrice B =(b;;)1<i<p,1<j<n AvEC b;j = aj;, on
la note tA

Remarque: SiA e .#,,(K)alors A e #,,(K), etsi

ail @12 . . Qi1p ailr az21 . . Qin
A= az1 a2 . . Q2p alors tA — ai2 a2 . . Qa2
Qn1 Qnp2 . . Qpp alp a2p .« Qpp
Exemples :
x1
tfa b ¢ ” a: t "
(a' b c’) =|b b, etf(x1 x2 . . . x,)=
c c
Xn

Définition 1.3 On dit qu'une matrice A est symétrique si et seulement si ‘A = A et on dit qu’elle antisymétrique si et
seulement sitA = —-A.

Remarques: ¢ Unematrice A =(a;;)1<i<n,1<j<p €St symétrique si et seulementsi p =n etpourtouti,j=1,2,..,n a;; =
aji.

» Une matrice A =(a;;)1<i<n,1<j<p €st antisymétrique si et seulement si p =n et pour tout i,j=1,2,...,n" a;; = —aj;,
en particulier on a 2a;; =0 pour tout i =1,2,...,n.

Définition 1.4 Les matrices carrées suivantes, d’ordre n, sont appelées respectivement, matrice triangulaire supérieure, dia-
gonale, unité :

aix; a1 . . Ain ail 0 .o 0 1 0 . .0
0 a2 . . a2, 0 ago . . 0 0 1 0
0 o . . ao/l, . e . , Iy =
0 0 . 0 anpn 0 0 . . apn o0 . . 1

Cours de Mathématiques MPSI 2/17 Rédigé par: M.Tarqi



CHAPITRE 15 MATRICES ET SYSTEMES LINEAIRES

1.2 Matrice et application linéaire

Soit E et F deux espaces vectoriels de dimensions respectives p et n, Zg = {e1,e2,...,ep} une base de E et Br =
{f1,f2,....fn} une base de F et enfin f une application linéaire de E dans F.
Vji=12,.,p,3a;j€K,i=12,..,n tels que

n
flej)=aijfi+agjfo+..+anjfan=_ aijfi
i1
Mz, 25 ().

Les vecteurs colonnes de M(f,(e;),(f;)) sont f(e1), f(e2),...,f(ep), matriciellement :

fler)  flea)  flep)
a1l a1z aip

a a a
M(f (e, (f=| 21 @22 %2
Gnl  Qn2  Qnp J(p b F)

Théoreme 1.1 Soit E et F deux espaces vectoriels de dimensions respectives p etn,{ey,es,...,ep} Une base
de E et {f1,f2,....f»} une base de F.
L'application

f— M(f,(e),(f})

est une bijection de Z(E,F) sur .y p(K).

=i=n,l=5j=

de E dans F, en posant, pour chaque j :

n
fle))=aijfi+agjfo+..+anifa=_ aijfi
i-1

O

Remarque: SiE =F (f estun endomorphisme ), la matrice A associée a f est une matrice carrée, en général on
prend la méme base % pour E considéré comme espace de départ et espace d’arrivé, on écrit alors :

A =M(f,(e;),(ej) = M(f,(e;)) = M 5(f)
Exemples:
1. Soit E un espace vectoriel de dimension » et idg I'application identique de E :

idg: E — E
x — X

Si on prend la méme base (e;) pour E alors :
M(idg,(e;)) =1, (la matrice unité d’ordren )
2. Soit f I'application de R% dans R? définie par :
f(x,y)=2x—y,-3x,3x—5y)
relativement aux bases canoniques de R% et R3 on a :

2 -1
M(f) = (—3 0 )
5 -5
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CHAPITRE 15 MATRICES ET SYSTEMES LINEAIRES

3. Soit f I'application de R? dans R? définie par :
flx,y,2)=Q2x—y—-2,3x—5y—22)

relativement aux bases canoniques de R3 et RZ on a :
2 -1 -1
M(f)= (3 -5 —2)
2 Opérations algébriques sur les matrices

2.1 L’espace vectoriel .#), ,,(K)

=i=n,l=sj= =i=n,l=j=

deux matrices de type (n, p) de K, elle sont associées respectivement a deux applications linéaires f et g de E dans
F, E est rapporté a une base (e;)1<;<p et F a une base (f;)1<j<n.
Nous posons par définition :

A+B=M(f,(e),(f;)+M(g,(ei),(f)) = M(f + g,(ei),(f}))

AA = AM(f,(e),(f)) = M(Af,(ei),(f)) (A€K)
Il est clair que :

=i=n,l=sj=

et
A = (Aajjhsisni<jsp (AEK)

et on a, d'une manieére évidente, le résultat suivant :

Proposition 2.1 (%, ,(K),+,.) & une structure d’espace vectoriel sur K et l'application
f— M(f,(e),(f}) = (a;;)

définie par :

flej)=) aijfi, VA <j<p)
i-1

est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

2.2 Base canonique et dimension de .#, ,(K)

Soit la matrice A = (a;;) de type (n, p) ; nous avons

n p
A=) Y a;E;;

i=1j=1
E;; étant la matrice de type (n, p) dont tous les éléments sont nuls sauf 1'élément d’indice (i, j) qui est égal a 1, donc

0]

Eijz(O 1 0 }<—lignei
o

[ —
colonne j

ces np matrices E;; engendrent donc .#, ,(K); elles sont indépendantes, en effet :

n p
> Y aijE;j =0=(a;j)a<i<n,1<j<p) = O = a;; = 0 pour tout i et pour tout j
i=1j=1

d’ot1 le théoreme :

_____

M p(K).
M p(K) et 4, ,(K) sont isomorphes de dimension  np.
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CHAPITRE 15 MATRICES ET SYSTEMES LINEAIRES

Remarque: Nous retrouvons ainsi, grace a l'isomorphisme Z(E,F) — ., »(K), que

dim Z(E,F)=dimE xdimF.

2.3 Produit de deux matrices

Soit trois espaces vectoriels E,F,G de dimensions respectives p,n,m sur K, et des bases respectives (az)1<z<p, (0)1<j<n, (€i)1<i<n
considérons les trois applications linéaires f,g,gof et les trois matrices :

A= M(f,(ak),(bj)) = (a’jk)lstn,lskSp
B=M(g,(b;),(c;))=(B;jN1<i<m,1<j<n
C=M(gof,(ap),(c;)= (Yik)lsiSm,lskSp
Définition 2.1 On pose, par définition, C = BA = M(g,(b;),(c:)M(f,(ar),(b;)) = M(gof,(ar),(c;i))

Remarque : Remarquons que : A = M(f) € Mnp(K), B=M(g) e Mun(K), C=BA=M(gof)e Mnmp(K)etque
card{colonnes de B}=card{lignes de A}.

Calcul de coefficients de C = BA.
Vk€{1,2,...,p}, on peut écrire :

glf(ap)=gl)_ a;zb;l

Jj=1

a]kg(b )= Z &k Z ,Bljcl

(gof)ag)

I}
M=

.
Il
-

1
s
Mz

<
Il

fu
-
Il

fu

aijPijei = Z Z aijPijci

i=1j=1

1
Mz
M:

lj,Blj]cl

@.
I

[
~.
I

[

et par définition on peut écrire :

(gofNar)=)_ virci

i=1
d’otl, par identification :

n
Vie(l,2,...m}, VRe{l,2,...p}, Yir= Z Bijar

j=1
On peut représenter cette regle de calcul par le schéma suivant :
a1k
agk
p| vie |= m| Bix Pi2 - Bij - Pin o n
ajk
" a
m nk
p

Remarque: L'élément y;; (i numéro de la ligne, 2 numéro de colonne) provient des éléments de la LIgne i de B
et des éléments de la COlonne % de A.
On dit qu’on a effectué le produit BA Llgnes a COlonnes ( en abrégé “produit LICO”).
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CHAPITRE 15 MATRICES ET SYSTEMES LINEAIRES

Notations matricielles : Soit f une application linéaire de E dans F. (e;)1<i<p une base de E, (fj)1<i<» une base
de F et A = M(f,(e;),(f).

X1 y1
X2 Y2

V(x,y) e ExF,onpose X =M(x,(e;)=| . |, Y =M(y,(f;))=| . |. X etY sont les matrices unicolonnes associées
ap Yn

respectivement aux vecteurs x et y dans les bases (e;)1<i<p et (fj)1<j<n. Ona:

y=fk) = Y=AX
—_—— N——r
Notation vectorielle Notation matricielle

Proposition 2.2 (.Z,(KK),+,.,x) & une structure d'algébre sur K.

Démonstration :
1. (A, (K),+,.) est un espace vectoriel sur K, en particulier (.#,(K),+) est un groupe.
2. Lasecondeloi x estinterne, associative et distributive par rapport a 'addition. L’élément neutre est la matrice
de l'identité.
3. Onavu que
VAeK, V(A,B)e.#,(K)%, (AA)B=A(AB)= A(AB).

Remarque: 5in=2,1’algebre n’est pas commutative comme le montre I'exemple suivant :
01 0 10 0
0 0 ) etB= ( 00 ), avec O la matrice nulle d’ordre n — 2.
0] o o 0]
OnaAB #BA.

Soit A =

Proposition 2.3 Si E est de dimension finie muni d'une base %, I'application

est un isomorphisme d’algébres.

Démonstration: L’application estisomorphisme d’espace vectoriel. La conclusion est une conséquence de Mp(Idg) =
I, etde:

VfeZL(E)Vge L(E),Mp(fog)=Mp(f)Mp(g)

O
En particulier I'algebre .#,(K) est isomorphe a -Z(K") par l'application qui a toute matrice fait correspondre 'en-
domorphisme qui lui est canoniquement associé.

Exercice: Démontrer les propositions suivantes :
1. “AA+pB)=ANA+u'B V,A,B € My p(K) et VA, pe K.
2. (AB)='B'A, VA€ M, ,(K), V,BE Mpnm(K)
3. Montrer que A’A et A A sont des matrices carrées symétriques.

2.4 Groupes des matrices carrées inversibles (ou régulieres)

Définition 2.2 Soit A une matrice carrée, on dit que A est inversible ou réguliere si et seulement si I'endomorphisme f
associé a A est inversible. on pose A™t = M(f~1).

On note GL,(K) I'’ensemble des matrices carrées d’ordre n inversibles.

Proposition 2.4 Soient A et B deux matrices carrées d'ordre n telles que AB=1,, alors A est inversible et
A-1=B.
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CHAPITRE 15 MATRICES ET SYSTEMES LINEAIRES

Démonstration: En effet, sil’on désigne par f et g les endomorphismes canoniquement associés respectivement
a A et B, alors AB =1, entraine f o g = idk». L’application f est donc surjective et comme il s’agit d’un endomor-
phisme d’un espace de dimension finie, on en déduit qu’elle bijective. Par suite A est inversible et

AB=1=A"1AB=A"1

donc
A'=B.
|

Proposition 2.5 Soit A et B deux matrices carrées inversibles et  f,g, respectivement, les endomorphismes
associés aux matrices A et B, alors :

1. (gof) 1=flogle=@AB)1=B1AL

2. flof=fof l=idge—=AA1=A"1A=1,.

3. ‘A estinversible et (fA)"1=t(A71).
Démonstration: Par exemple pour 3., on a, puisque A € GL,(K) :

‘AMATH =M AATY =L =T,

donc A est inversible et (fA)™1 =t (A1) O

Exercice :
1. Calculer A™ (n €N) pour les matrices suivantes : (6,x des réels)

cosf —sinf chx shx shx chx
sinf cos6 shx chx )’ | chx shx

Xy p% X _om¥

hx =
, shx 2

2. Montrer que ces matrices sont inversibles, calculer A~ et A" pour n de Z.

avec chx =

3 Changement de bases

3.1 Matrice de passage d'une base a une autre
Soit E un espace vectoriel sur K de dimension n, B =(e;) une base de E et B' = (e’i) une deuxiéme base de E.
Alors Vj=1,2,...n 3p;; €K,i=1,2,...n tels que: e’ = épijei
Onpose: P=(p;j)i<isn,1<jsn
Théoreme et définition 3.1 La matrice P estinversible, on I'appelle la matrice de passage de la base B=(e;)
alabase B'=(e)).
Démonstration : Soit I'application linéaire :

idg: (E,B’) — (E,B)

X — X

Ona: IdE(e;-) = e;. = élpijei, donc P =(p;j) = M(idg,(e}),(e;)), d’ott P est inversible car I'identité est inversible

et P~'=M(idg,(e;),(e}). O

Remarque: SoitxeE.On pose X = M(x,(e;)), X' = M(x,(e; )) alors on a les relations :

X=PX et X'=P7'X
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CHAPITRE 15 MATRICES ET SYSTEMES LINEAIRES

3.2 Action de changements de bases dans E et dans F' sur la matrice d"une application li-
néaire de E dans F

Soit f une application linéaire de E dans F avec dimE = p et dim F' = n. Soient (e;) et (e;) deux bases de E et (f;) et
(fJ’.) deux bases de F. On pose :

A=M(Fen,(f;) et A'=M(F,(e),(f})
P =M(dg,(€}),(e) et @=M(idg,(f),(f;)

Considérons le diagramme :
. .
g g L pip
(e}) (e;) (fi) ()
ona:
f=idpofoidg

et matriciellement :
M(f,(e',-),(fj'-))=M(idE,(fi),(f,-'))M(f,(ei),(fj))M(idE,(e'i),(ei))
c’est a dire
A'=Q'ApP

Remarque : On peut trouver la relation entre A et A’ en utilisant uniquement des calculs sur les matrices, on
pose :
Y =AX, X=PX', Y =QY'

donc
QY'=APX' = Y'=Q'APX’

d’ou
A'=Q'AP

Définition 3.1 On dit que deux matrices carrées A et B sont équivalentes s'il existe deux matrices carrées inversibles P et
Q telles que : B=Q AP et on écrit: A=B

On montre facilement le résultat suivant :

Proposition 3.1 La relation = est une relation d’équivalence.

4 Rang d’une matrice et opérations élémentaires

4.1 Définition. Propriétés

Définition 4.1 Soit A une matrice de type (m,n), on appelle rang de la matrice A et on note rg(A), le rang du systéeme des
ses vecteurs colonnes.

2 3 7 2
3 6 18 4
Exemple: Soit A= -3 -2 -2 -2
4 5 7 3
2 9 17 1

2 3 7 2
3 6 18 4
rg(A)=rg(@,b,é,d)aveca=| -3 |,b=| -2 |,é=| -2 |, d=| -2
4 5 7 3
2 9 7 1
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CHAPITRE 15 MATRICES ET SYSTEMES LINEAIRES

a b ¢ d d'=d b'=2b-3G ¢=2¢-7d d'=d-d
2 3 7 2 2 0 0
3 6 18 4 3 3 15 1
-3 -2 -2 -2 |—] -3 5 17 1
4 5 7 3 4 -2 -14 -1
2 9 7 1 2 12 0 -1
a"=d B'=b' ¢"'=—¢'+5b'd"=-3d'+b' G B & d"=4d"-¢"
2 0 0 0 2 0 0 0
3 3 0 0 3 3 0 0
—| -3 5 8 2 — | -3 5 8 0
4 -2 4 1 4 -2 4 0
2 12 60 15 2 12 60 0

D’ou: o _
rg(A)=rg(d,b,é,d)=rg@",b",é"=3

Remarque : Les quatre vecteurs donnés sont liés par une relation que ’on obtient a partir de d"=0.0Ona:4d"-¢" =
0=—4(-3d'+5")—(-&' +5b")=-b'+¢& -12d' =0 = —(2b-37)+2¢-7d-12(d—-@)=0 —4G-b+¢—-6d =0
Théoreme 4.1 A étant une matrice de type (n,p) associée a une application linéaire  f de E dans F. Alors
rgA=rgf.

Démonstration: Notons % ={e1,es,...,e,} unebasedeE et ¢ = {f1,f2,....fp} unebasede F et A = (a;;)1<i<n,1<j<p) =

ayj
agj
[C1,Co,...,.Cpl,avecCj=| . |pourj=1,2,.,p.
Anj
Ona:
n
fle))=3 a;jfi, Y1 <j<p)
i=1
et
rgA = dimVect{C1,Cos,...,Cp}
= dimVect{f(e1),f(e2),....,f(ep)}
= rgf
0
4.1 Pour qu'une matrice carrée d'ordre  n soit inversible il faut et il suffit qu’elle soit de rang n.

Démonstration : En effet, cette matrice représente un endomorphisme f d’un espace vectoriel E, de dimension
n sur K et rg(f) =n = dimE entraine que f est un automorphisme, c’est a dire f est inversible. O

Définition 4.2 Soit A € My p(K).
1. On appelle noyau de A le sous-ensemble de ./ 1(K), noté ker A, défini par :
kerA = (X € ./, 1(K/AX =0}.
2. On appelle image de A le sous-ensemble de .4y, 1(K), noté Im A, défini par :
ImA ={AX/X € M 1K)}

Remarque : On vérifie facilement que kerA est un sous-espace vectoriel de .#, 1(K) et que ImA est un sous-
espace vectoriel de .#}, 1(K) et que p = dimkerA +dimImA. ( théoréme du rang )

Proposition 4.1 A étant une matrice de type (n,p). Alors pour toute matrice P carrée inversible d’ordre  p,
rgAP =rgA et pour toute matrice carrée inversible d’ordre n, rgQA =rgA.
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CHAPITRE 15 MATRICES ET SYSTEMES LINEAIRES

Démonstration :

1. 11 est clair que ImnAP < ImA, d’ott rgAP < rgA. En remplagant (4,P) par (AP,P7!), on déduit : rgA =
rg(AP)P 1) <rgAP.

2. Il est clair que ker A c ker@QA, d’ot1, d’apres le théoreme du rang :
rgA =p—dimkerA = p—-dimkerQA =rgQA.
En remplagant (4,Q) par (QA,Q 1), on déduit :

rgQ@A >rgQ (QA) =rgA.

4.2 Caractérisation des matrices de type (n,p) de rang r

Théoreme 4.2 Toutes les matrices de type (n,p) de rang r sont équivalentes a la matrice de type (n,p) :
I, O
0 o)

Démonstration: Soit A une matrice de type (n, p), elle est associée a une application linéaire f de E de dimension
n dans F de dimension p. Choisissons dans E et F des bases (a;) et (b;), comme dans l’exercice 7 série 14, nous
aurons :

M (@), (b)) = (If 0)

0 O
a
Corollaire 4.2 Pour que deux matrices de types (n,p) soient équivalentes, il faut et il suffit qu’elles soient
de méme rang.
Corollaire 4.3 Pour toute matrice de type (n,p), ona: rg! A =rgA.
Démonstration: Ennotant r =rgA, il existe alors P € 9.2, (K), Q € 9.Z »(K) tels que
A=Q7! ({) g)P
donc
‘A=tPp ({) 8) (‘@)
etdoncrg!A=rgA=r. a

D’apres les résultats précédents on déduit le théoréme suivant :
Théoreme 4.3 A étant une matrice de type (n,p) associée a une application linéaire  f de E dans F, les trois
nombres suivants sont égaux :

1. Rang de vecteurs colonnes.

2. Rang de vecteurs lignes.

3. Rang de f.

Remarque: A étant une matrice de type (n,p) associée a une application linéaire f. Alors rgA =rgf <inf(n, p).
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CHAPITRE 15 MATRICES ET SYSTEMES LINEAIRES

4.3 Opérations élémentaires sur les lignes d"une matrice

Définition 4.3 Soit A € 4, p(K).On appelle opération élémentaire sur une matrice A toute opération de 'un des types
suivants :

o (01) : addition a une ligne de A le produit par un scalaire d'une autre ligne de A.

* (O2) : produit d’une ligne de A par un scalaire non nul.

* (O3) : permutation de deux lignes de A.

Ly
Ly
Remarques: OnposeA=| . | (lesL; désignent les lignes de A
Ly
L’opération (O1) correspond a la transformation L; — L; + AL; (i # j), A€ K.
L’opération (O2) correspond a la transformation L; — AL; (A € K*).
L'opération (O3) correspond a la permutation L; — L; (i # ).
1. La permutation L; — L revient a la multiplication & droite par la matrice inversible P;; = I, +(E;; +E;; -
E;;—E;).(P;; est inversible puisque Pizj =1,)
2. Le remplacement L; — L; + AL; (i # j) revient a la multiplication a droite par la matrice inversible T;;(1) =
Ip +/1Eij. ( Tij(ﬂ)Tij(—/l) = Ip )
3. Leremplacement L; — AL; revient a la multiplication a droite par la matrice inversible D;(A) = I, +(A-1)E;;.
(DiMD;A N =1,)
On déduit facilement la proposition suivante, en utilisant la proposition 3.2

Proposition 4.2 Les opérations élémentaires sur une matrice conservent le r ang.

Théoréme 4.4 Soit A € GLy(K). Alors il existe une suite finie d'opérations élémentaires s ur les lignes qui
transforme A enla matrice unité I, et cette méme suite d’'opérations élémentaires sur les ligne s transforme
la matrice I, enla matrice A1

4.4 Exemples

1. A= (; g), rgA =2, donc A est inversible.
Ly 1 3 1 0
Lo 2 3 0 1
1 3 1 0
[ vl ] Ly—Ly-2L; [ o ]
1 0 -1 1
[ 0 3 ] L1<—L1+L2 [ 9 1 ]
10 o -1 1
FRIEEE N P
dor1c:A‘1=(_21 _11)
3 3
1 2 1
2.A=|1 1 0
2 3 -3
1 2 1 1 0 O
1 1 0 01 0
2 3 -3 0 0 1
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12 1 Ly Ly—L; 1 00
0 -1 -1 I Le_ol -1 10
0 -1 5] 7 372 2 0 1 |
(1 2 1 1 0 0]
0o -1 -1 L3 +—Lg—Lsg -1 1 0
| 0 0 -4 | -1 -1 1 |
La matrice a gauche est inversible donc A est inversible, on continue :
4 8 0 Li— 4L +Ls 3 -11
0 4 0 I AL, +L 3 -5 1
0 0 -4 2 2Tl -1 -1 1
4 0 0 -3 9 -1
0 4 0 Li—L1-2Loy 3 -5 1
0 0 -4 -1 -1 1
1 -3 9 -l
1 0 O Ly — 3Ly 4 1 vy
0 1 0| Ly—ZLy % 2 1
-1 I -1
-3 9 -1
douAl=113 -5 1
1 1 -1
1 2 -4
3.A=[1 3 -6
0 -1 2
12 -4 100
1 3 -6 0 10
0 -1 2 0 0 1
[1 2 -4 1 0 0]
0 1 -2 Lo —Lo—1L1 -1 1 0
[ 0 -1 2 0 0 1 |
[1 2 4 1 0 0]
0 1 -2 L3 <—Lsg+Log -1 1 0
[0 -1 2 -1 1 1 |

rgA =2 <3, ons’arréte ici : la matrice A n’est pas inversible.

5 Généralités et définitions
Définition 5.1 Un systeme (S) de m équations linéaires a coefficients dans K 4 n inconnues x1,xg,...,x, est la donnée des
équations suivantes :

a11x1 +a12x2 +...+Q1pXy = b1

ag21xX1 +a92x2 +...+ta2p Xy = b2

(S)=

Am1X1+amoxo + ...+ AmnXn =bm

1. a;1x1+a9%2+...+ i1, = b, i =1,2,...,m estla i®™¢ équation du systéme, on la note L;, dans cette équation,

les a;; sont les coefficients des inconnues x; et b; est le coefficient du second membre.
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2. Lorsque tous les b; sont nuls le systeme (S) est dit homogéne.

3. On appelle solution du systeme (S) tout n-uplet, d’éléments de K, (c1,c2,...,¢,) qui vérifié les m équations du
systeme.

4. Le systeme (S) est déterminé par la matrice :

a1 a2 . . aip b1

a1 age . . ag, be
M=

aGm1 Qm2 - . Qmn bm

appelée matrice compléete du systeme.

6 Interprétation d’un systeme

6.1 Interprétation vectorielle

Le systeme précédent (S) étant donné, considérons les vecteurs de K" définis par :
@ =(a1,09),.@m;)s j=1,2,..,n et b=(b1,b2,...,bm)
le systeme (S) est alors équivalent a I’équation vectorielle (S1) suivante :
(S1):x101 +x982 +... + X0y = b

Théoreme 6.1 Tout systeme (S) de m équations linéaires & n inconnues est équivalent a une équation de
la forme x1@q +x2@s + ... + Xndn = b OU @1,ds,...,dn,b sont des vecteurs donnés de  K™. De plus la condition
b € Vect(d1,ds,...,d,) €st une condition nécessaire et suffisante pour que (S) admet au moins une solution.
Cette condition étant vérifiée, (S) admet une seule solution si et seulement si la famille ai,ds,...,d, estlibre,
plus d’'une solution si elle est liée.

6.2 Interprétation a I’aide d’une application linéaire

Le systeme précédent (S) étant donné.
Notons (e;)1<i<n et (€j)1<j<m respectivement les bases canoniques de K" et K™, définissons l'application linéaire
pe LK K™)par:
m
@le;) = Zoajiej =(a1;,a2i,-Ami)
J:
(la colonne des coefficients de I'inconnue x;)

Le systeme (S) est équivalent a I'équation :
(S2):p(x)=0

ol x=(x1,x9,....,x,) €K™ et b=(b1,bs,....b) e K™

Théoréeme 6.2 Tout systéeme (S) de m équations linéaires a n inconnues est équivalent a une équation
de la forme ¢@(x) = b ou ¢ est une application linéaire de K" dans K™, de plus la condition b € Im¢ est
une condition nécessaire et suffisante pour que (S) admet au moins une solution. Cette condition étant
vérifiée, 'ensemble des solutions de  (S) s’obtient en ajoutant a 'une d’elles les vecteurs de ker¢, c'est a
dire les solutions du systéme homogéne associé a (S).

Exercice: Soit m € R. Montrer que le systéme (S) admet une solution unique si et seulement si m est différent de
-1
x+2y+2=0
(S)= x+2=0
—-x+y+mz=1
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7 Transformations élémentaires d'un systeme
Définition 7.1 Deux systemes sont dits équivalents s’ils ont méme ensemble de solutions

Soit A € K.
Le systeme précédent (S) étant donné.
Considérons deux équations L; et L; (i # j) du systéeme (S), L; + AL; est 'équation définie par :

(ajl +Aa;1)x1 +(aj2 +/1ai2)x2+...+(ajn +Aain)xn = bj +Ab;

On considere alors les transformations suivantes :

1. Permutation de deux équations L; — L;
Pouri #j, L; — L; signifie que I'on permute la i*™¢ équation et la j*™¢ équation du systéme. Il est immédiat
que le second systéme est équivalent au premier.

2. Transformation L; — L;+ AL;
Pour i #j, L;— Lj+AL; signifie que I'on remplace la j*™¢ équation du systeme par L; — L; + AL;

Comme les systémes
L; ; L;
L, ° L;+AL;

sont équivalents, alors si dans un systeme on remplace la j*”¢ équation du systéme par 1'équation L; + AL; on
obtient un systéme équivalent au premier.

8 Résolution d’un systeme linéaire
Notons que le systeme (S) peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

(S3):Ax=b

x=(x1,%2,....,46,) EK", b=(b1,b2,...,0n) €K™, A=(aij)1<ism,1<j<n € Hmn(K)

8.1 Méthode de pivot de Gauss

Elle consiste en une seule suite finie de transformation élémentaires qui vont associer au systeme (S) un systeme
(S') équivalent dont la résolution est immédiate. Supposons a1; # 0 dans le systeme (S), la méthode consiste dans
une premiere étape a effectuer les transformations élémentaires :

Am1

a1 asi
Ly —Ly—-—Ly,L3—L3——Ly,..,.Lp, > Lp,———L1
ail ail a1

de maniére a obtenir un systeme (S’) de matrice complete :

a1 a2 . . aip by

! ! !

, 0 a,22 .. a,2n b,2
M=]10 a3 . . ag, b3
! ! !
0 a,, - . Gup by

dans cette premiere série de transformations, le coefficient non nul a1; s’appelle le pivot.

Remarques :
1. Sia11=0etsiaj,1#0 on commence par effectuer la transformation élémentaire Ly — L;,,.

2. Sitous les a;; sont nuls, I'inconnue x; peut prendre toutes les valeurs de K et le systéme (S) se réduit en fait
a un systéme de m équations linéaires a n — 1 inconnues x2,x3, ..., Xy
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Ayant obtenue la matrice M’, on choisit un second pivot pour le systéeme de m — 1 équations a n — 1 inconnues :
Aok + AhaX3 + ...+ Al %y =b!
R R
Q39X +AgeX3 +... + Ay, Xpn = by

S"h=

! ! ! _ 1/
A 9%2+ Q) g X3+ .+ Ay Xy = by

Si aj, # 0, on effectuer les transformations élémentaires :

/

/ /
a a a

l / 32 77/ ! / 42 1/ / / m2 v/

Ly—Ly- 21,1, -1, - 21, .. L, - L, - 2L},
) ) o)

et on itére ainsi le procédé.

Remarques :

1. Si on obtient une équation de la forme 0x1 + 0x2 + ... + Ox, = b ol1 b # 0, le systéme n’a pas de solutions. On
arréte alors le processus.

2. Si on obtient une équation de la forme 0x; +0x2 + ... + Ox, = 0, en la supprimant, on obtient évidement un
systéme équivalent.

8.2 Conclusion

Apres au plus m — 1 itérations et par élimination des lignes ot tous les coefficients sont nuls, on se rameéne soit a
un systéme impossible (systéme contenant une équation de la forme

0x1+0x2+...+0x, =b ou (b#0);

soit a un systeme (S’) de r équations a n inconnues (r < n,r < m) équivalent a (S).

9 Résolution du systéme (S’)

Puisque r =rgA < n, dans la résolution des r équations de (S), deux cas présentent :
1% :r=n

Toutes les inconnues x1,x9, ...,x, sont principales et le systeme (S’) est de la forme :
a12x1+aisxg +...+aipxn = b1
! ! —_ L/
+ageXg +... +ay, Xn = by,

(8"h=

! — ./
QppXn =0},

ot les coefficients a@11,a4,,a%,,...,a5, sont non nuls. (S) est un systeme triangulaire. Il est immédiat que (S’) et
donc (S) posséde une solution unique.

2% . r<n

Il existe alors n—r inconnues secondaires. Sil’on donne a ces inconnues secondaires des valeurs arbitraires, les
inconnues principales sont alors déterminés par les équations de (S”).

Le systeme (S’) et par conséquent le systéme (S) posséde une infinité de solutions.

Théoréme 9.1 Si rgA =r =n le systeme (S’) admet une solution unique donnée par :

r_
- Y d.x avec b =0bj.
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Sinon le systeme (S’) admet une infinité de solutions :

n
b= % a,r]jxk
_ k=r+1 '
Xr = ;
Qpp
n " avec (xXr4+1,
bk* Z ak .x,-
jek+1
xp=——7—, k=r—-1,..,2,1

7
Apr

Exemples :
1. Soit le systeme (S) :
x1+2x9—x3+x4=1
x1—x3—x4=1
—X1+x2+x3+2x4=m

(S):{

Le systeme (S) a pour matrice compléte associée :

Ly 1 2 -1 1 1 L1=L,1
Lo 1 0o -1 -1 1 — L2—>L2—L1=L,2
L3 -1 1 1 2 m L3—>L3+L1=Lg
L'1=L’1' 1 2 -1 1
— L'2=L’2' 0 -2 0
3 —
L'3—>L'3—_—2L'2—Lg 0 0 0 0

X)) EK®TT.

1 2 -1 1 1

0 -2 0 -2 0

0 3 0 3 m+1
1

-2 0
m+1

donc le systeme (S) admet pour systeme équivalent le systeme (S’) suivant :

X1+2x9—x3+x4=1
—2x9—2x4=0
0=m+1

(S'):{

donc le systeme (S’) admet des solutions si et seulement si m = -1 et dans ce cas les inconnues x1,x2 sont

principales et x3,x4 sont les inconnues secondaires
L’ensemble de solutions de (S) est alors donné par :

{

x1=1+x3+2x4 2
_ (x3,x4) ER
X9 = —X4

2. Soit le systéme (S):

X1—2x9+X3—X4+X5=0
2x1—5x9 +x3—2x4+2x5=>
3x1—2x9—x3+x4—2x5=cC
2x1+x9—x3+2x4—3x5=d

(S):

Le systeme (S) a pour matrice compléte associée :

Ly 1 21 -11 a
Ly 2 51 -2 2 b
Ls 3 -2 -1 1 -2 c
Ly 2 1 -1 2 -3 d
Li=L, 1 21 -11 a
Ly — Ls—2L1 =L; 0 -1 -1 0 0 b=b-2a
L3—L3-3L;=Lj§ 0 4 -4 4 -5 ¢=c-3a
Ly—L4-2L1=L) 05 -3 4 -5 d=d-2a
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L, =L 2 1 -11 a
L,=L} -1 -1 0 0 b=b-2

Ly —Lj+4L, =L} 0 -8 4 -5 c"=c'+4b

4 -5 d"=d'+5b'

L!=L" 2 1 -11 a
Li=Ly -1 -1 0 0 b=b-2
Li=Ly 00 -8 4 -5 ¢=c+4b
Ly—-ri-L'=r7 o 0o 0o 0o 0 d"=d"-¢

1
0
0

L, —-Li+5L,=L" [0 0 -8
1
0

le systeme (S) admet alors pour systéme équivalent le systeme (S’) définit par :

X1—2x9+Xx3—X4+Xx5=0
—x9—x3=0
—8x3 +4x4 —5x5=c"
0x1 +0x2 + 0x3 + Ox4 + Ox5 = da"”

CHE

1°cas: Sid" #0, alors on a un systéme impossible (S = @)

2°cas: Sid" =0,c’estadired+b—c—a=0,alors on a trois pivots non nuls, les inconnues x1,x2,x3 sont les
inconnues principales et x4, x5 sont les inconnues secondaires.

L'ensemble des solutions de (S’) et par conséquent de (S) est alors donné par :

x3 = %(c” —4x4 +5x5)
X9 = —b'—x3
X1=a+2x0 —x3+X4—X5

c’est a dire ) ) s
x3=gc"+5x4— 35
2
x9=-b'— %c" — %x4 + %xg, (x4,%5) ER

— oK L 3. _ 1 7
x1=a—-2b +gc’ —5x4+35x5

Remarque : La méthode de Gauss ! peut étre utilisée pour inverser une matrice A en résolvant le systéme AX =
Y. Par exemple, soit a inverser la matrice

11 1 1

1 2 3 4
A= 1 3 6 10

1 4 10 20

pour cela résolvons le systeme :
X1+x2+x3+x4=y1
x1+2x9+3x3 +4x4 = yo
x1+3x9+6x3+10x4 = y3
x1 +4x2+ 10x3 +20x4 = y4
On obtient
x1=4y1-6y2+4y3s—y4
x9=—6y1+14y2 —y3+3y4
x3=4y1—11y2+10y3 —3y4
x4=-y1+3y2—-3ys+y4
et 'inverse de A est donc
4 -6 4 -1
-6 14 -11 3
4 -11 10 -3]°
-1 3 -3 1

Al=

1. Gauss, Carl Friedrich Gauss, Carl Friedrich (1777-1855), mathématicien, physicien et astronome allemand, dit le prince des mathémati-
ciens, qui apporta des contributions essentielles a la plupart des branches des sciences exactes et appliquées.
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