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CHAPITRE 16 POLYNOMES ET FRACTIONS

1 Notion de polyndémes

1.1 Définition des polyndmes

Définition 1.1 On appelle polynéme a une indéterminée, a coefficients dans K, toute suite P d’éléments a; de K, soit
(@o,a1,...,Qn,...), tous nuls a partir d’un certain rang. Les éléments a; de K sont les coefficients du polynome P.

Donc un polyndme a une indéterminée est une application de N dans K dont seul un nombre fini des valeurs sont

non nulles.

Soit P =(ap,a1,...,a;,...) et @ = (bo,b1,...,b;,...) deux polyndmes a coefficients dans K. Alors
P=Q=a;=b;,VieN

Sur I'ensemble, que I'on désigne pour l'instant par 2, de tous les polyndmes a coefficients dans K, nous définissons
deux opérations internes, addition et multiplication par les formules suivantes : Si P = (a;) et @ = (b;) alors

(1) P+Q=(ai+bi)
et
(2) PQ=(c)
avec ¢; =aopb; +a1bk_1 +..+ta;bp= X ajbk.
J+k=i
On a le résultat suivant :

Théoreme 1.1 22 muni de 'addition (1) et de la multiplication (2) a une struc ture d’anneau commutatif, dont
le sous-anneau décrit par (a,0,0,.....), (a €K) est isomorphe a K.

Démonstration : e (2,+) est un groupe abélien est un sous-groupe de KN, +). L'opposé de P = (ag,a1,...,ai,...)
est —P =(-ag,—¢a1,...,—a;,...), il existe un polyndéme zéro : O =(0,0,0,...).
« K étant un corps commutatif, la multiplication (2) est donc commutative, I'élément neutre est e =(1,0,0,...), on a
bien, en effet, pour tout polynéme P :

Pe=eP=P

D’autre part, la multiplication est distributive. Montrons que la multiplication est associative, soient
P=(a;),@=(b;)etR=(c;)
Posons
S=PQ=(p;)), T=QR =(q;)
U=(PQRR=(r;), V=PQR)=(s;)

11 faut vérifier donc que r; = s; pour tout i eN.
Nous aurons

rmo o= Y, prer= 3, (Y aibjes

h+k=n h+k=n i+j=h
= Z ( Z aibjck)z Z aibjck
h+k=n i+j=h i+j+k=n

de méme ,on a:

sno= 3 aiqr= Y, ai( Y bjcp)

i+l=n i+l=n J+k=l
= Z ( Z al-bjck)z Z aibjck
i+l=n j+k=Il i+j+k=n

donc U =V ou encore (PQ)R = P(QR).
L’ensemble (2, +,.) est donc un anneau commutatif.
* Soit ) = (P =(a,0,0,...)/a € K}, 'application :

oK — Py
a — (a,0,0,..)

est visiblement bijective, de plus Va,b €K
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CHAPITRE 16 POLYNOMES ET FRACTIONS

¢(a)+ ¢(b) =(a,0,...)+(b,0,...) =(a+b,0,...) =p(a+b)
et

p(a)p(d) =(a,0,...)(b,0,...) =(abd,0,...) = p(ab)

1.2 Notion d’indéterminé. Notation K[X]

Considérons les polyndmes suivants ey, £ €N, définis par :

er = (6k0,6k1,-'-,6ki,-~) = (0,..., 1,...)
——
kémepsition

1 si k=1
Oir = { 0 si b4 (1e symbole de KRONECKER )

Pour tout polynéme P de &, nous aurons :

P =(ao,a1,...a;,..) = )_arep (somme finie)
%

donc

Pz%akek=0<=>Vk€N,ak=0
etsiP = %akek et@ = %bkek sont deux polynémes de & alors
P=Q < ap=0bp, VEeN.
Calculons epeq :
apeq =%akek

avecap= % k6p,-6qj le seul cas ot1 §,;04; # 0 est celui ot (i, /) =(p,q) d’otr:
i+j=

apeg=epiq.

Désignons par X le polyndme e, donc Vk e N*, ep, = Xk=X.X=(0,..1,..), d’autre part eg = 1, d’ot1 le théoréme :

k fois
Théoreme 1.2 X désignant le polynébme (0,1,0,...)
1. Pourtout neN larelation (keN)

ap+a1X+..+a,X"=0—=a,p =0, VReN
2. Tout polynbme P de £ s’écrit d’'une maniére unique
P=qag+a1X+..+a,X"

avec ag,ai,..,ap K eta, #Z0
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CHAPITRE 16 POLYNOMES ET FRACTIONS

Notation: L’anneau £ est engendré par K U X, nous le noterons K[X]. On voit immédiatement que les anneaux
K[X] et K[Y] sont isomorphes. Nous dirons que X est une indéterminée, nous dirons aussi que tout polynéome de
K[X] est un polyndme en X a coefficients dans K.

Soit I'opération externe de K x K[X] définie par (1,P) — AP, avec

VAeK,VP =ag+a1 X +..+a, X" €eK[X], AP =Aag+Aa1 X +...+Aa, X"

ona:

VY1eK,VP,Q e KIX], (AP)Q =P(1Q) = MPQ)
d’ou le résultat suivant :
Proposition 1.1 L'ensemble K[X] muni des opérations suivantes :
(p,Q) — P+@Q et (A,P)— AP

a une structure d’espace vectoriel sur K.
Muni de plus de la multiplication

P,Q)— PQ

a une structure d’algebre commutative associative et unita ire sur K.

1.3 Degré d’un polynéme a une indéterminée

Définition 1.2 On appelle degré du polyndme P = ¥ ap X" de KIX], que I'on note degP, le plus grand entier n tel que
k

a, #0.

Il résulte de la définition que le polyndme zéro n’a pas de degré, on pose par convention deg0 = —oo.

Les polynomes a;, X" (ay, # 0) sont appelés monomes de degré k.

Les polyndmes de degré 0, sont appelés les polyndmes constants, ce sont les éléments non nuls de K ( par identi-

fication ).

Si degP =n, le mondme a,X" s’appelle le mondéme dominant de P et a, le coefficient dominant de P ; si a, =1 on

dit que P est un polyndme unitaire.

Proposition 1.2 P et @ étant deux polynémes non nuls de  K[X].

1. Si degP #deg@ on a P+@Q # 0 et deg (P + Q) = sup(degP,deg@) et si deg P=deg® etsi P+Q #0 on a
deg(P + Q) < sup(deg P,deg®).

2. SiP#0etQ #0, deg(PQR)=degP+deg®.

Démonstration: Soient P et @ deux polyndmes non nuls posons :
P=qp+a1X+..+a, X", (a, #0)
Q=bo+b1X+..+b,X™, (b, #0)

Sin#m,alors P+@Q #0 et deg(P + Q) = sup(n,m)
Sin=metsiP+@Q #0 onadeg(P+@Q) <sup(n,m) (on aurait I'égalité si, et seulement si, a, + b, #0).
Considérons maintenant le polyndme produit :

PR =co +01X+...+Cpo

la formule ¢; =agb; +a1bp_1+...+a;bo= ¥ ajb, montre que:
J+k=i

p>n+m=c¢p=0,cpim=0a,bp #0
donc deg(PQ) =degP+degQ. a

Corollaire 1.1 Lensemble des polyndmes de K[X] de degré inférieure ou égale @ n est un sous-espace
vectoriel de K[X], on le note K,[X].
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Démonstration: C’estimmédiate. O
Corollaire 1.2 Lanneau (K[X],+,.) est integre.

Démonstration : En effet si P et @ sont polyndmes tels que P # 0 et @ # 0, alors deg(PQ) =deg@+degQ # —oo,
donc PQ #0. O
Corollaire 1.3 Les éléments inversibles de 'anneau  (K[X1,+,.) sont les éléments inversibles de K, c’est-a-

dire K*.

Démonstration : Soient P et @ deux polynomes tels que PQ = 1, alors degP+deg® = 0, donc degP =degQ=0 ce
qui implique que P et @ sont des polyndmes constans et inversibles, donc P et @ sont dans K*. a

1.4 Fonction polynéme d'une variable

Soient P =ag+a1X +...+a, X" un élément de K[X] et x €K, a tout élément (x,P) nous pouvons faire correspondre
I'élément ag +a1x +... + a,x", que nous noterons P(x).

Définition 1.3 A tout polynome P = ag+a1X +... +a, X" de KX, on fait correspondre une application P de K dans K
définie par :

VxeK, P(x)=ag+aix+...+a,x"
appelée fonction polyndme associée au polyndme P, on note leur ensemble (K, K) qui a évidement une structure d’anneau.
On a le théoréme suivant :

Proposition 1.3 Lapplication P — P de K[X]dans 2(K,K) est un morphisme d’anneaux surjective.

Démonstration: VP,Q eK[X]ona:
(P +@)X)=P(X)+Q(X) et PR(X) = P(X)Q(X)
donc
vz ek, P+ Q(x) = P(x) + Q(x) et PQ(x) = P(x)Q(x)

L’application est surjective par construction. a

2 Dérivation dans K[X]. Formule de TAYLOR
2.1 Dérivation dans K[X]

k=n
Définition 2.1 Soit P = Y. a3 X* un polynome , on appelle polynome dérivé de P que I'on note DP = P', le polynome définie
k=0

par:
k=n
P'=Y kapX*1
k=1
Onnote P =P, PV =p’ PP = p"=(P'Y et pour tout £ e N*, P®) = (pE-Dy.
Sin=0,P%=0.

Proposition 2.1
1. Pour tout polyndme P de K[X],

deg(P-1) si degP=1

I _
degp‘{ 0o si degP <0

2. Pour tout polyndme P de K[X], degP <n < P™+D =,

Proposition 2.2 P et @ étant des polynémes a coefficients dans KK et A un réel :
1. (P+Q) =P +Q', (AP) = AP' et (PQ) =P'Q + PQ’
2. Lapplication D :P — P’ est un endomorphisme de I'espace vectoriel KIXT.
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CHAPITRE 16 POLYNOMES ET FRACTIONS

2.2 Formule de TAYLOR

Théoréeme 2.1 Pour tout polynbme P de K[X] de degré n et pour tout a €l :

P(X):P(a)+(X—a)P’(a)+...+%Pm D(a)+ %PW( )
Démonstration : Soit I’application :
¢:P—P@)+(X-a)P'@)+..+ MP(" Day+ =D pog
(n—1)! (n)!

Il est clair que ¢ est linéaire, pour montrer que p(P) = P, il suffit de vérifier que p(X*) = X pour tout entier 0<i <n,
puisque chaque polyndme est une combinaison linéaire de ces derniers.

VieN,ona:
; i (XL)@)(G)
pXH = Yy ————X-aP
p=0
i Ap i-p
= Z ———X-aP
p= p:
= Z CPai P(X-a)’ =X}
d’ot1 le résultat. O

3 Divisibilité dans I’anneau K[X]

3.1 Division euclidienne des polynémes

Théoreme 3.1 A et B étant deux polynébmes de K[X], B # 0, alors il existe un couple unique (Q,R) € K[X] x
K[X] tel que

A=BQ+R et (R=00u degR <degB)
® et R sont appelés respectivement quotient et reste de la divisio n euclidienne de A par B.
Démonstration: Soient A et B deux polyndmes non nuls. Supposons par exemple A non divisible par B, donc
VP e K[X],A-BQ #0.

Soit la partie de N, définie par :
E={neN/n=deg(A-BP), PecK[X]}

E est une partie de N non vide de N (A {B), soit / = minE et @ 1'un des polyndmes tel que deg(A —BQ) =1, posons
A=a, X"+ . +a1X+ag, (@p#0),B=b,X"+..+b1X +bo, (b, #0)
et
A-BQ=c;X'+..+c1X +co, (c;#0)

Montrons que : I <m, supposons [ = m, le polynéme

P=Q+-Lxim
bm

est tel que

A-BP=(c;1-55bm-1DX" 440
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donc B — AP ne serait pas de degré minimum.
Montrons que @ est unique, supposons en effet qu’il existe des polynémes @ et @' distincts, tels que

deg(A—-BQ)<degB etdeg(A—-BQ')<degB
donc
Q #Q' et degl(A-BQ)-(A-BQ")=deglB(Q-Q')]<degB
ce qui impossible, d’ot1 le résultat on posant R = A - BQ. a

Définition 3.1 Soient P,A des polynémes de K[X], on dit que A divise P et on note A|P si, et seulement si, il existe
Q € K[X] tel que P = AQ. On dit aussi que P est un multiple de A. On note, pour tout polynome P, D(P) I'ensemble des
diviseurs de P.

Remarques :
1. VA e K[X], A/0.
2. YPeK[X],0/P <= P =0

3. La relation A|B est une relation binaire sur K[X], qui est reflexive et transitive, mais elle n’est pas antisy-
métrique. En effet si A|B et B|A alors il existe D et D' deux polynémes tels que A = BD et B =AD’, donc
A =ADD' ouencore A(DD'-1)=0,d’ou:

AlB x.;_
{B|A —INeK* :B=1A
Dans ce cas, A et B sont dits associés.

4. Soit D un diviseur commun de A et B, il existe donc A’ et B’ des polynémes tel que A =A'D et B=B'D.
De la division euclidienne de A’ par B’ (B’ #0 ), on déduit :

A'=B'Q +R’ et (R'=0oudegR’ <degB’
donc
A'D=B'DQ"+R'D et deg R'D <deg B'D =degB
d'otR=A-BQ =(A"-B'Q")D =R’'D, donc D divise aussi R.

3.2 Divisibilité dans K[X]
3.2.1 Notion d’idéal

Définition 3.2 Soient (A,+, x) un anneau commutatif et I une partie de A. On dit que I est un idéal de A si, et seulement
si,

1. (I,+) est sous-groupe de (A, +).

2. VxeA,Vyel, xyel.

Proposition 3.1 Soit (A,+,.) un anneau commutatif. Soient I et J deux idéaux de A. Alors I+J ={i+jli€
I, jedJd}estunidéal de A, c'estlidéal engendré par IuJ.De méme Ind estunidéalde A.

Démonstration :
1. I +J est une partie non vide (0 € I + ). Soient x = i + j et x’ =i’ + j' deux éléments de I +J, alors x —x' =
G-iN+(-jHel+d.
SoitaceAetx=i+jel+J. Alorsa(i+j)=ai+ajel+dJ.
Donc la somme de deux idéaux est un idéal.
2. Il est clair que I ndJ est un sous-groupe de (A, +), de plussixeIndJ etac A alorsaxelnd.
|

Généralisation: Ce résultat peut étre généralisé a une famille finie I1,1s,...,I,, deidéauxde (A,+,.) : I1 +Ia+...+

In={i1+ig+..+i,/Ij€l;} est]'idéal engendré par Ig I;. De méme ﬁ Ij est unidéal de A.
=1 /

J=1
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Remarque : Soit P € K[X], alors (P) = {PQ/Q € K[X]} est un idéal de K[X]. On va montrer que ce sont les seuls
idéaux de K[X].

Proposition 3.2 Soit I unidéal de K[X] non nul, alors il existe un polynébme Py non nul unitaire, unique de
degré minimal tel que I ={P¢Q/Q € K[X]}. On note I =(Py)=KI[X]Py.

Démonstration : Soit I # {0} un idéal de 'anneau K[X], il existe dans I des polyndmes non nuls, 'ensemble de
leurs degrés admet un plus petit élément r, soit Py € I de degré n, quitte a diviser par son coefficient de mondéme
de haut degré on peut supposer Py unitaire.

Soit P € I, effectuons la division euclidienne de P par Py

P=QPy+R, (R =0oudegR <degPy)
or R =P —QP, appartient a I donc, Py étant de degré minimum dans I, il est impossible que degR <degPy), donc

R=0etP =QPy, donc I =(Py). O

Remarque : SiI # {0} tel que I = (P)=(Q), alors il existe des polynomes A et B tels que P = AQ et @ = BP, donc
P =ABP, alors il existe 1 #0 tel que @ = AP.

3.2.2 Plus grand commun diviseur de deux polynémes

Définition 3.3 Soient A et B deux polynomes . Alors il existe un unique polynome unitaire D tel que K[X]A + K[X]B =
KIX1D.
On dit que D est le pgcd de A et de B. On le note D = pged(A,B) ou D = A AB.

Remarques :

1. D’apres la définition il existe des polynomes U et V tels que AAB =UA + VB et tout élément de la forme
PA+@B (P,Q € K[X]) est un multiple de A AB.

2. Les polyndmes A et B sont premiers entre eux si, et seulement si, AAB=1.

D’apres la définition et les propriétés précédentes on déduit facilement le théoreme suivant :

Théoreme 3.2 Etant donné deux polyndmes A et B, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. A et B sont premiers entre eux.
2. il existe des polyndmes U et V tels que
AU+BV =1 (égalité de BezouT)
3. pour tout polynéme R, il existe des polynbmes P et @ telsque AP +BQ =R.

Remarque: Les couples (U,V) et (P,Q) ne sont pas uniques ( cf. TD ).
Théoreme 3.3 Etant donnés trois polynémes A,Bet C,ona:

(AANB=1et A|IBC = A|C) ( Théoréme de GAuss)

Démonstration : Supposons AAB =1 et A|BC. D’apres l'identité de BEZOUT, il existe deux polyndmes U et V
tels que AU + BV =1, ce qui implique ACU +BCV =C. On alors A|JACU +BCV =C. a
On peut préciser 1'égalité de BEZOUT pour deux polyndémes A et B premiers entre eux.Alors il existe deux poly-
nomes U et V tels que 1 =UA +VB. Effectuons la division euclidienne de U par B et de V par A :

U =BU; + Uy, avec Uy = 0 ou degUj <degB

V =AV1 +Vy, avec Vo =0 ou degVp <degA

PUy+BVy+AB(U1+V1)=1 (1)
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si Uy (resp. Vo) est nul, B divise U donc 1 =AU +BV et degB =0 ( resp. degA =0 ), nous supposerons A et B de
degré strictement positif, donc Uy et Vj sont non nuls.

Nous avons alors deg(AUy+BVy) <deg(A+degB), donc si U1 +V; #0, 'égalité (1) estimpossible car deg[AB(U1+V1)]
serait strictement supérieure a degA+degB. Donc Uy + V7 =0.

Montrons que le couple (Up, Vo) est unique ; soit deux couples (Up, Vo) et (Ug, Vo) vérifiant

degUy <degB et degV) <degA
degUs <degB et degV, <degA
donc
PUy+BVy =PUs +BVy = 1= AUy — Us) = B(Vs— V)

A étant premier avec B donc divise Vo -V, d’apres le théoreme de GAUSS. Or degA >deg(Ve —Vj), donc Vo -V =0
et Uy = Uy d’oti le résultat suivant :

Proposition 3.3 A et B étant deux polynébmes premiers entre eux, de degré non nul il e xiste un couple
unique (Uy, V) de polyndmes vérifiant :

AUy +BVy =1, (degU, <degB, degV, <degA).

3.2.3 Algorithme d’EUCLIDE pour la recherche du AAB

Proposition 3.4 Soit R le reste de la division euclidienne de A par B (A et B des polyndmes non nuls ).
Alors pgcd(A,B) = pged(B,R)

Démonstration: En effet soit D un diviseur commun de A et B, alors D divise aussi R, de méme si D divise R et
B il divise B,donc AANAB=BAD. O
Soient A et B deux polyndémes non nuls. Effectuons les divisions euclidiennes ( on supposera b > 0)

A=BQo+Ry et degRo <degB
B=RyQ1+R; et degR1 <degR0

Ro=R1Q2+Rgo et deng <degR1

Rn—l ZRnQn+1 +Rn+1 et dean+1 <dean

On forme ainsi une suite degB > degR1 >degRs >degRs3 > ... >degR,_1 >degR, > ... = 0 strictement décroissante
d’entiers, on arrive forcément a un premier reste R,.1 = 0. D’apres le théoreme

pgcd(A,B) =pged(B,R1)=...= pgcd(R,-1,R,)=R,

Ainsi R A B est le dernier reste non nul dans cette succession de divisions.
Exemple: Soient A=X6+X°+X*+X3+X2+X+1etB=X3+X?+X+1deR[IX]. AANB=X2+1.

3.24 Plus grand commun diviseur d"une famille finie d’éléments de K[X]

Théoreme et définition 3.1 Etant donné une famille finie de polynémes non nuls P{,Ps,...,P,. Alors il existe
un unigue polyndéme D unitaire tel que

KIX1P; + K[X]Pg +... + K[X]P2 = K[X]D.

Onditque D estle pgcd de Pq,Pq,...,P,.Onlenote D =pgcd(D1,Dg,....D,)0u D=P1APsA..AP,.
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CHAPITRE 16 POLYNOMES ET FRACTIONS

Démonstration : En effet, I = K[X1P1 + K[X]Pg + ... + K[X]P,, est un idéal de (K[X],+,.), donc il existe un unique
polyndme unitaire D tel que I = K[X]D. a
D’apres la définition ci-dessus et la définition 2.3, on déduit le théoreéme suivant :

Théoreme 3.4 Etant donné des polynémes non nuls  Py,Ps,...,P,, les propriétés suivantes sont équiva-
lentes :
1. P1,P,,...,P, sont premiers entre eux dans leur ensemble.
2. il existe des polynébmes U1,Us,...,U, tels que
PU1+PyUs +...+ P, U, =1  (égalité de BEzouT)

3. pour tout polynébme R, il existe des polyndbme @1,Qq,...,Q, tels que P1Q1+PQ2+...+P,Q, =R.

3.2.5 Plus petit commun multiple de deux ou plusieurs polyndomes

Théoreme et définition 3.2 Soient A, B deux polyndmes de K[X]. Il existe un unique polynédme M unitaire
de degré minimal tel que KIX]ANK[X]B=K[XIM. Le polynbme M s’appelle le plus petit commun multiple
de A etde B.Onle note M =ppcm(A,B), ou M =AVB.

Démonstration: En effet, KIX]A NnK[X]B est un idéal de (K[X], +,.), donc de la forme K[X]M. O

Remarque: Soient A et B deux polyndmes et M = A v B. D'une part M est un multiple de A et de B. D’autre part
tout multiple de A et de B est un multiple de M. Donc M est le polyndme de plus bas degré multiple commun de
A et de B, ces propriétés caractérisent entierement le polyndéme M = A v B.

Corollaire 3.1 Si A et B sont deux polyndmes premiers entre eux, alors AV B et AB sont associés.

Démonstration : Il est clair que les multiples de AB sont des multiples communs de A et de B.
Réciproquement, supposons A|P et B|P; il existe un polynome tel que P = @ B. Comme A divise P et qu’il est
premier avec B, on en déduit que A divise @ ( d’aprés GAUSS ), soit donc le polyndéme R tel que @ = AR, ce qui
implique P = ABR.

Les multiples communs de A et B sont donc les multiples de AB. a

Corollaire 3.2 Si A et B sont deux polyndmes , alors les polynémes
AB et (AAB)AVB)
sont associés.
Démonstration : Le résultat étant évidente si AB =0, supposons A et B non nuls et unitaires quitte a les diviser
par leurs coefficients dominants.

Soient D =AABetA;,Bytelsque A=DA;, B=DBj et A; AB1=1. Comme A; et B; sont premiers entre eux, on a
AivBi=A1B;. Alors

AVB=D(A1VvB1)=DA1B;

et par conséquent (A AB)(AvB)=AB. O
De maniére analogue, on peut généraliser la notion de ppcm a une famille finie de polyndémes : on a le résultat
suivant :

Théoreme et définition 3.3 Etant donné des polynémes  Pi,Ps,...,P, non nuls, il existe un unique polyndéme
M unitaire dans tel que

KIX1P1 nKI[X]1PaNn..nKIX]P, = K[X]M

Lentier M s’appelle le plus petit commun multiple de P,Ps,....,P,. On le note M = ppcm(P1,Ps,...,P,), OU
M=Pi{VvPyVv..VP,.
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4 Racines d’un polyndome de K[X]

4.1 Racines
Définition 4.1 Soit P un polyndéme a coefficients dans K et a €K, on dit que a est une racine de P si, et seulement si,
P(a)=0.

Exemples:
1. V2 est une racine de X2 - 2 dans R[X].
2. i est une racine de X2 + 1 dans C[X].

Théoreme 4.1 a €K estracine de P si, et seulementsi, P estdivisible par X -a.

Démonstration: La division euclidienne de P par X —a donne :
PX)=(X-a)Q@(X)+R(X)(R=00udegR =0)

donc R €K et P(a) = R(X) et par conséquent P(a) = 0 si, et seulement si, R(X) =0, d’ot1 le résultat. O
Exemple: Soit P = X2n _2X +1,neN*.Ona P(1) =0, donc X — 1 divise P

Exercice : Calculer le polyndome @, le quotient de la division de P = X?" —2X + 1 par X — 1.

Définition 4.2 Deux polynoémes A et B sont premiers entre eux s'ils n’ont pour diviseurs communs que les polyndmes de
degré 0.

Remarquons que tout polynéme P divisant 0 (0P = 0), donc deux polynémes sont premiers sont non nuls.

Définition 4.3 Les polynomes P1,Ps,...,P, sont premiers entre eux dans leur ensemble s'ils n’ont pour diviseurs communs
que les polynomes de degré 0.

4.2 Factorisation d’un polynéme (K =R ou C)
421 L'ordre de multiplicité d’une racine

Théoréme et définition 4.1 Soit P e k[X], e € k et 2 € N*. Les assertions suivantes sont équivalentes :
1. Il existe un polyndme @ tel que P =(X - a)*Q(X) et Q(a) #0
2. (X —a)® divise P et (X -a)**! ne divise pas P.

Dans ce cas ou les assertions sont vraies, on dit que a est une racine d’'ordre £ ou & est I'ordre de multi-
plicité de la racine a.

Démonstration: 1)= 2) Il existe un polynéme S tel que :
R=X-a)S+Q(a)

donc
X - =X -a)f"'S+Q(a)(X - a)*

et

~
I

X -8 +Q(a)X - )
(X - a)*[(X - a)S +Q(a)]

)k+1

il est clair que (X — a)*** ne divise pas P.

2) = 1) Soit @ tel que P = (X — @)*@. Puisque (X — @)**! ne divise pas P, X — a ne divise pas @, donc (@) #0. O
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Exemples: ¢ P =aX?2+bX +c (a,b,c €C, a#0). P admet une racine double ( d’ordre 2 ) si et seulement si
b% —4ac=0.

« Les racines de X2 + X + 1 sont toutes simples, c’est-a-dire d’ordre 1.

e P=X3+X2-5X +3. Laracine 1 est d’ordre 2 et la racine -3 est simple.

Proposition 4.1 Soit P € k[X], @« e k et £ € N*. Pour que « soit une racine de P, d'ordre %, il faut et il suffit
que :
P(@)=P(a)=..=P* V@)=0 et PP (@)#0

Démonstration: Soit P un polynéme de degré n. D’apres la formule de TAYLOR:

' (k) ()
PX) = P(a)+(X—a)P1('a)+...+(X—a)kP k'(a)+...+(X—a)”P n'(“)
(k) (n) li
= (X—a)k[m+...+(X—a)"_km]+ [P(a)+(X—a)P @, .
k! n! 1
(k-1)
k1P
X T

(X - ) Q(X)+R(X)

avec
(k) (n)
QX)) =1T5@ 4 4+ (X - (@
et

’ (k—1)
RX) = [P@+X - B +..+(X - 1210

donc (X — a)* divise P et (X — a)**1 ne divise pas P si et seulement si R = 0 et Q(a) # 0 c’est-a-dire si et seulement si P(a) =
Pl@=..=P* D(@)=0 et PP(@)#0 O

Exemple: SoitP =X*-5X3+6X2+4X -8. P(2)=P'(2)=P"(2)=0 et P®(2) #0, donc 2 est une racine d’ordre 3.

EXERCICE : Trouver la relation entre p et ¢ de C pour que le polynéme X3 + pX + g ait une racine double a. Quelle est alors
cette racine double ?

On en déduit facilement le corollaire suivant :

Exemple: Soit P =X*-5X3+6X2+4X -8.P(2)=P'(2)=P"(2)=0et PP (2) #0, donc 2 est une racine d’ordre 3.

EXERCICE : Trouver la relation entre p et ¢ de C pour que le polynéme X3 + pX + g ait une racine double a. Quelle est alors
cette racine double ?

On en déduit facilement le corollaire suivant :

4.1 Tout polynébme a coefficients dans  k, de degré n, admet au plus n racines.

Proposition 4.2 Soient P et @ deux polynémes de k[X], de degrés n, s’ils prennent les mémes valeursen  n+1 points;
deux a deux distincts de k alors P =@Q.

Démonstration: OnposeR =P -@Q. R est un polyndme de degré au plus n et admet n + 1 racines distinctes, donc R ne peut
étre que le polynéome nul. |

4.2 Si K estinfini, 'application P — P’ est isomorphisme d’anneau de K[X] dans 2(KK,K).

Démonstration : On sait que l'application est morphisme surjective, montrons qu’elle est injective. En effet P = 0, alors
VxekK, P(x)=0
Donc le polyndme admet une infinité de racines, donc P =0. O
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CHAPITRE 16 POLYNOMES ET FRACTIONS

4.2.2 Factorisation d’un polyndme é coefficients complexe

Théoreme 4.2 ( Théoréme de D’A LEMBERT-GAUss! ) (admis) Tout polynéme, & coefficients complexes, admis une
racine dans C, on dit que le corps C est algébriquement clos.

Proposition 4.3 (Décomposition dans C[X]) Soit P € C[X] de degré n, n € N*. Alors il existe des scalaires  ag,aq,...,ar
distincts, des entiers  kg,k1,....kr €t a € C* tels que :

P=aX - aglX - ap)..(X - ar)Fr.

Démonstration: Soit P =aX +b un polyndme de degré 1, alors P = a(X —a), avec a = =2, donc la propriété est vrai pour les

polyndmes de degré 1. ¢

Supposons maintenant le résultat vrai pour tous les polynémes de degrés 1,2,...,n et montrons le pour les polyndmes de degré
n+1. Soit P un polyndome de degré n+1, d’aprés le théoreme de D’ ALEMBERT, P admet une racine aq d’ordre k¢, donc il existe
un polynéme @ tel que :

P=(x-a0)"Q, degQ=n
d’apres ’hypothése de recurrence, il existe des scalaires aj,ag,...,ar et des entiers k1, kg, ..,k tels que :

Q=aX - a1 (X - ag)®2..(X —a,)kr

donc
P=aX - agl (X - a1)f1(X - ag)®2..(X —a,)tr

d’ot1 le résultat. ]
Remarque: Ona:

degP =ko+ki+ko+..+kr=n
4.2.3 Factorisation d’un polyndme a coefficients réels

Lemme 4.1 Soit P un polynéme a coefficients réels, si  z est une racine de P, alors z est aussi une racine de P.

-1

Démonstration: SoitP =a,x" +a,_1x" ' +...+a1x+ag a coefficients réels.

Ona,VvVzeC:
P(z)=0 < P(2)=0
= apzt+a,_12" 1+ +ajz+ap=0
— apZ'+ap_12" ' +..+a1z+ag
<~ P(z)=0

Remarque: z etz ontle méme ordre de multiplicité.

Théoreme 4.3 ( Décompositiondans R[X]) Tout polyndme a coefficients r2els, de degré  n, ne N* se décompose d'une
maniére unique sous la forme :

i=r J=p

P=a H(x—ai)ki H(x2+ﬁjx+yj)l.f, a€eR

i=1 j=1

. 7 . . 7 2 .
avec les a; les racines réelles distinctes de P, les §;,y; des réels tels que ﬁj —-4y;j <0, etles k;,l; des entiers

1. Jean le Rond d’Alembert (1717-1783), philosophe, écrivain et mathématicien frangais.
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Démonstration : Soit P € R[X], P se décompose, dans C[X], d’une maniére unique sous la forme :

i=r & J=p N J=p N
P=a H(x—ai) i H(x—aj)l H(x—dj)l
i=1 j=1 j=1

(les a; désignent les racines réelles de P et a,d; les racines complexes de P )

i=r . J=p 9 2.7
P = a[G-ap)* [[@&®-2Re(@)x+]|a;|")"
i=1 Jj=1
i=r k»j:P 9 7
= aH(x—al-) i H(x +Bjx+y;)
i=1 Jj=1
avec
Vj=1,2,..,p ﬁszRe(aj),YjZ|aj|2vﬁ§_47j<0 :
Remarques :

1. On peutavoir 7 =0ou p =0.
2. degP=kyi+ko+..+kr+2(l1+lg+..+1lp)=n
Exemples: Pour tout entier naturel non nul p, ona:

p-1
1. X2 1=X-1DX+1) [] X%-2cos ’%”X+1).
k=0

p-1
2. X2P*1-1=(X -1) [T (X? - 2cos 2L X +1).
k=0

4.3 Relations entre les coefficients et les racines dans un polynéme

Soit P =anX™ +a,_1X" 1 +..+a1X +ag un polynome de K[X], avec a,, # 0. Supposons que P s’écrit sous la forme :

P = ap(X-x1)X—-x9)...X —xp)
= (X" =01 X" 40X 24 4 (- DP0p X P 4+ (-1)0)

avec

Op = ) Z ) xilxiz...xip
11<12<...<lp

en particulier :

n
g1 = in:x1+x2+...+xn
i=1
g9 = inxj:x1x2+x1x3+...+xn_1xn
i<j
n
op = Hxi:x1x2...xn
i=1

Définition 4.4 Les o; sont appelées fonctions symétriques élémentaires des racines du polyndme P.

Les fonctions symétriques élémentaires des racines du polynéme P s’expriment en fonction des coefficients du polynome :

Gn—p

an_1 an_9 ag
o1=—-—"",09=—""2,.,0p=(-1)P ey O = (=1 —
an an an an

Cas particuliers : Relations entre les coefficients et les racines dans les polyndmes de degrés 2 et 3.
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a.Polynome de degrés 2 : Soit P =aX?+bX +c un polynome de degré 2 (a # 0). x1 et xg ces deux racines.

On poses=x1+x9 et p=x1x9.
On a d’autre part :

~
I

a(X —x1)(X —x2)
aXx? —a(x1 +x9)X +axixg

aX2—asX+ap

D'oﬁ:s:%b et p=

Qo

Application: Résoudre dans R?, les systemes d’équations :

1,.1_ 2 2 _ 2.2
(1) ¥ty =5 (2){ xy“+yx“=17710 (3){ x“+y“=10
6xy=1 xy =385 x+y—xy=5

b.Polynomes de degrés 3: Soit P =aX?+bX?+cX +d un polynome de degré 3 (a # 0). x1,%9, x2 ces trois racines, distinctes

ou non.
Posons :
s = Xx1+tx9+Xx3
p = X1X2+x1X3+x9x3
q = X1%2%3
P = aX-x1)X-x2)X —x2)
= aXx3 —a(x1 +x9 +x3)X2 +a(x1xg +x1x3 +x2x3)X —al(x1x9x3)
= aX®+bX%+cX+d
donc
=b -d
s=5 P=g5 4=%

Application: Résoudre donc C3, le systeme suivant :

xty+z=0
xy+xz+yz=0
xyz=1
x,y,z sont les racines de 1’équation : $3-1=0,dou:
S = {(1’j’j)’(1’j’j)7(j’j’ 1)’(j’j’ 1)’(j71’j)7(j71’j)}

avec

Exercice résolu :

1. Résoudre dans R I'équation : cos3x = %
En exprimant cos3x en fonction de X = cosx, en déduire que les nombres

X1 =cosg, Xg=cos 79—”, X3= cosmT”
sont des solutions de I'équation : 8X3 —6X —1=0 et que, pour tout X réel, on a :
(3) 8X3 -6X —1=8(X - X1)(X - X2)(X - X3)

2. Al'aide de 1’égalité (3) et en développant le deuxiéme membre, déduire les valeurs numériques de :

A:cos%+cos%” +cosl§T”
B:cos%cos%ﬂ +cos79—”cos%+cos1§7”cos%

— b4 n 13n
C = cos g cos g €os ~g~
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Solution :

1. cos3x=3 e 3x=+%+2knkeZ=x=+L+ZhkeZ

cos3x = cos2xcosx—sin2xsinx
= (2cos2 x—1)cosx — 2sin® xcosx

= (2c052x —1)cosx —2(1 —cos2x)cosx

= 4cosPx—cosx

Posons X =cosx
(Vx €R), cos3x = % < 4cosdx—cosx = % <8X3-6X-1=0

donc x est une racine de (1) si et seulement si X est une racine de (2)
d’ot1 les racines de (2)

X1=cosZ (k=0), Xp=cosZ (k=1), Xg=cos 3% (r=2)
ceci entraine :
(3) 8X3-6X-1=8(X-X1)(X - X)X —X3)
2. Par identification des coefficients dans I'égalité (3) on trouve :

A=0, B=-5 et C=

[[SY
ol

5 Décomposition d’un polynéme

5.1 Polyndémes irréductibles dans K[X]
Définition 5.1 Un polyndéme P de K[X] est dit scindé sur K si, et seulement si, s’il existe A eK*, n €N, a1,ag,...,an €K tels que
n
P=2A[]X-a;)
i=1
D’apres le théoreme de D’ALEMBERT-GAUSS,on a :
Proposition 5.1 Tout polynéme a coefficients dans  C est scindé.

Rm Ce résultat est faux dans R[X], par exemple le polynome X2 +1 n’est pas scindé sur R. Cependant, tout polynéme a coeffi-
cients réels est aussi a coefficients complexes et par suite scindé dans C.

Définition 5.2 P est un polynoéme irréductible de K[X] s’il n’est pas inversible (c’est-a-dire degP > 0) et s'il n’est pas divisible que par A
et AP. (A élément quelconque de K*).
Rms

1. Le polyndme zéro étant divisible par n’importe quel polyndéme : un polyndéme irréductible est donc toujours non nul.

2. Un polyndme du 1°" degré est toujours irréductible.

Exemples :
1. X2-2et X2 +1 sont irréductibles dans Q[X], sont réductibles respectivement dans R[X] et C[X].

2. Les polyndmes irréductibles de C sont les polynémes de degré 1, les polyndomes irréductibles de R sont les polynémes
de degré 1 et les polynomes de degré 2 dont le discriminant est strictement négatif.

Rm Tout polynéme ayant une racine dans K n’est pas irréductible ; la réciproque est fausse : le polynome (X 2+1)2 est réductible
sur R et n’admet pas de racines dans R.

5.2 Décomposition d’un polynéme en facteurs irréductibles

Théoréme 5.1 Tout polyndme non constantde  K[X] est le produit d'un scalaire par un produit de polynémes irré duc-
tibles unitaires de K[X]. de plus cette décomposition est unique a I'ordre prés des fa cteurs.
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Démonstration : Soit P un polyndme non constant de degré inférieure ou égal a n. Démontrons le résultat par récurrence
sur n.

Le résultat est évidente pour les polyndmes de degrés 1 : sont de la forme aX + b, donc sont irréductibles.

Supposons le résultat est vrai pour tout les polynémes de degrés n. Soit P un polyndme de degré n + 1.

1. Si P estirréductible, alors c’est le produit d’un seul polyndme irréductible.

2. Sinon, il existe deux polynémes tels P = QR, les polynomes @ et R sont de degrés strictement inférieure a n + 1, donc
on peut appliquer I'hypothese de récurrence a @ et R, ce qui permet d’obtenir une décomposition de P en produit des
polyndmes irréductibles, en mettant en facteur les coefficients dominants de chaque polyndme irréductible.

Montrons qu’une telle décomposition est unique, soit

P=uP{Py..P, =vQ1Q2...Qm

avec les P; et les @; des polyndmes irréductibles et unitaires, le coefficient dominant de P étant unique, donc u =v. P; divise
I'un des facteurs de Q1Q32...Q m, soit par exemple @1 ( pou simplifier), mais @1 est irréductibles donc P = @1, on simplifie donc
par Py ; en réitérant ce raisonnement un nombre fini de fois on arrive a épuiser tous les facteurs de 'un des membres, d’oi1 :
R1,R9,...,R; étant les facteurs irréductibles restants :

RiRs..R; =1
ceci est impossible car les R; sont de degrés supérieurs ou égaux a 1, donc en épuise en méme temps les facteurs de deux

membres.
En regroupant les facteurs égaux dans la décomposition précédente on obtient le résultats souhaité :

Exemple: La décomposition du polyndme X 6 _1 en facteurs irréductibles dans R[X] est
X0 1= -3+ ) =X -DEXZ+X + DX+ DXZ-X +1)
Application 1. Les diviseurs d’un polyndme P ayant la décomposition P = uP/’flPée 2 P,]i'” sont tous de la forme :
D=vPMPl2 phr yek* o0s<h;isk;

Application 2. Désignons par P1,Pa,...,P, 'ensemble des facteurs irréductibles unitaires deux a deux distincts de P et de
Q, on peut écrire :

P=uPt1pl2 Pl k=0

Q=vPl Pl Plr,1;20

On obtient : )
=n .
PAQ =[] printkit)
i=1
et ]
=n
PvQ= [] praxtkild
i=1

Dans ce chapitre K est un corps commutatif. Dans la plupart des cas usuels K sera le corps des nombres réels ou le corps des
nombres complexes. On rappelle que 'anneau K[X] est un anneau integre.

6 Fractions rationnelles et fonctions rationnelles

6.1 Corps des fractions d’'un anneau ( Rappel )

Soit A un anneau, cherchons un corps K tel que A soit un sous-anneau de K. D’autre part A, sous-anneau de K, devra étre
dépourvu de diviseurs de zéro. Nous allons voir une construction générale qui permet de construire un corps a partir d’un
anneau.

Soit (4, +, x) un anneau intégre. Sur ’ensemble A x A*, on définit une relation par :

V((a,b),(@’,b') e A xA*, (a,b)%(@' b)) = axb =a’ xb
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On vérifie que £ est une relation d’équivalence sur A x A*. On note K 1'ensemble des classes d’équivalences de cette relation.
Un élément & €K est donc la classe d'un couple (a,b) € A x A*, et on note cette classe

k=

SR

Sur l'ensemble K, on définit deux lois notées (+) et (x). Soient k = cl(a,b) et k' = cl(a’,b’) €K deux classes d’équivalences de
représentants (a,b) et (a’,b). On note :

k+k’:cl(axb’+bxa’,bxb’)telque%+‘g—:=%

axa’

bxb'

kxk’=cl(a><a’,b><b’)telque%xZ—iz

et on vérifie que ces classes sont indépendantes des représentants (a,b) € k et (a’,b) € & choisis.
On montre aussi que (K, +, x) est un corps commutatif, appelé corps des fractions de 'anneau (A, +, x). De plus en peut prolon-
ger ’'anneau A dans le corps K, a I'aide de I'injection :

¢: A— K
a— clla,l)

Théoreme 6.1 Soient (A,+, x) un anneau intégre. Il existe un corps (I, +, x) unique a un isomorphisme pres, tel que A
estun sous-anneau de K et tel que
K={ab !/ abeA, b#0}

On dit que K est le corps des fractions de la’anneau intégre A.

Exemple ¢ Lecorps (Q,+, x) c’est le corps de fractions de ’anneau integre (Z, +, x).

6.2 Corps des fractions rationnelles

Définition 6.1 On appelle fraction rationnelle 4 une indéterminée X tout élément du corps des fractions de 'anneau intéegre K[X]. Ce
corps est noté K(X).

Soit F une fraction rationnelle, en fait F est une classe d’équivalence, soient (U, V) et (U’,V’) deux représentants de F, (U, U’,V,V’
des polyndmes avec V # 0,V’ #0), nous aurons

u U
vy uv'=U'v
Donc c’est par abus de notations que nous écrivons : F = %

Tout polynéme P peut étre considéré comme le représentant d'un élément de K(X), il suffit de poser P = li et nous avons déja
vu que K peut étre considéré comme partie de K[X], donc

K cK[X]cK(X)

Les coefficients de U et V sont encore appelés coefficients de F.
Si U et V sont premiers entre eux, nous dirons que la fraction % est irréductible.

Proposition 6.1 Tout fraction rationnelle de  K(X) admet pour représentant une fraction irréductible & dénomi nateur
unitaire et ceci d’'une maniére unique.

Démonstration: Soient (U,V) et (U’,V’) deux représentants irréductibles de F (U,U’,V,V' des polynomes avec V #0,V’ #0
et V et V' unitaires). la relation
uv'=U0'v
entraine U divise U’ et V divise V' ( théoreme de GAUSS ), il existe donc A e K* telque V' =AV et A=1,doncU'=Uet V' =V.
O
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6.3 Fonction rationnelle d’une variable

Soit F' une fraction rationnelle et x un élément de K, s’il existe un représentant de F, soit 3—11, vérifiant V(x) # 0 : On dit que x

est substituable dans F. Si g—; est un autre représentant de F tel que Va(x) # 0, on aura :

Up(x) _ 1)
Vo(x)  Vi(x)

cette valeur commune sera appelée valeur de F en x, substituable dans F, on la note F(x)
Rm Si x est substituable dans F, n’entraine pas que pour tout représentant % de f, on ait V(x) # 0 ; par exemple 1 est substituable
dans F = % avec U = %(XQ—I)X etV=-X-2X+3, car

ix?2-px  lx+nx o
= = f— = —
-X2-2X+3 -X-3 4

alors que V(1) =0.

Définition 6.2 Soit F une fraction rationnelle non nulle de forme irréductible %
1. Omn appelle racine de F toute racine de U.
2. On appelle pole de F toute racine de V.
3. Sia est une racine ( resp.pole )de F, I'ordre de multiplicité de a est I'ordre de multiplicité de a en tant que racine de U ( resp. V).

Soient F et G deux fractions rationnelles données, désignons par Sg et S I'ensemble des valeurs de K substituables respecti-
vement dans F et G, on aura :

(1) VxeSp (AF)(x)=AF(x) VA eK.
(2) VxeSpnSg (F+G)x)=F(x)+G(x) et (FG)x)=F(x)G(x).

Donc pour «x fixé, les formules (2) montrent que I’ensemble des fractions pour lesquelles x est substituable est sous-anneau Ay
de K(X).
De plus si x est substituable dans F = % (V(x) #0), vérifie F(x) #0, alors U(x) #0 et ‘L,Ig; a pour inverse 58?) on voit donc que

B3) (xeSp,F@)#0)= ()= gy

on voit facilement que si F décrit A, F(x) décrit un corps.
A toute fraction rationnelle F' on peut associer une application F' de S dans K définie par :

(VxeSp) F(x)=F(x)

F est appelée fonction rationnelle associé a F, elle est définie sur Sp.
Les relations (1) (2) et (3) montrent que

(4) VxeSp (AF)(x)=AF(x) VA €K.
(5) VxeSpnSg (F+G)x)=F(x)+G(x) et FG)(x) = F(x)G(x).

Enfinsi F #0 etsi S%. est la partie de Sy telle que F(x) #0

6) eSp= @)=

Théoréme 6.2 Si KK est infini 'application F — F est bijective.

Démonstration : Soit % un représentant de F,

[(xeSp), Fo)=H& =01=[U(x)=0et V(x) #0]

or V a un nombre fini de racines, donc quel que soit le degré n de U, il y aura dans Sy une infinité de valeurs de x, donc au
moins n +1, telle que U(x) =0, c’est-a-dire U = 0 et par conséquent F = 0.
Supposons maintenant que

(VxeSpnSg), F(x)=G(x)

d’apres ce qui précede F -G =0, ce qui preuve le théoréme. O
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7 Décomposition en éléments simples

7.1 Degré d'une fraction. partie entiére
Soit F un élément non nul de K(X), si % et % sont deux représentants de F, la relation UV’ = U'V entraine :
degU —degV =degU’ —degV'=d

Définition 7.1 Si F est une fraction rationnelle, la quantité degU —degV €ZuU{oo} ne dépend pas du représentant (U, V') choisi pour la
fraction F. On 'appelle degré de F et on le note degF.

Lemme 7.1 Pour tout élément F de K(X), on a d’'une maniere unique :
(1) F=P+@G

P étant un polyndme de K[X], appelé partie entiere de F et G un élément de K(X), nul ou de degré strictement négatif.

Démonstration : Soit (U,V) un représentant de F, effectuons la division euclidienne de U par V :

U=PV+R R=0 ou degR<degV
d’ou
U R
F:V:P+V [PeK[X] et (R=0 ou degR <degV]

Montrons qu’une telle decomposition est unique, supposons
F=P+G=P'+G’

avec (P,P)) e K[X1?, (G,G") e K(X)2, degG <0 et degG' <O0.
Alors P—P' est un polynome , et comme il est égal & G' — G, son degré est strictement négatif, donc P’ - P =0 c’est-a-dire P' = P
et par suite @' =G. O
Rms

1. SidegF<0:P=0etG=F.

2. SiFeK[X]:P=FetG=0.

X*-x3+1
X3+1

-X
X3+1°

Exemple: La partie entiere de la fraction est X +1 et la partie fractionnelle est
Proposition 7.1 Si F estune fraction rationnelle admettant  a pour pble d’ordre n, il existe un unique n-upletde scalaires
(1;)1<i<n €t une unique fraction Fo n'admettant pas a pour pole tel que :
n
Hi
F= - +Fy
L& -ay

La quantité :
M
-1 X -a)
s'appelle la partie polaire de  F relative au pble a.

Démonstration : L'existence : Soit F = m avec Vi un polyndme unitaire tel que V1(a) # 0. Les polyndomes (X —a)" et
V7 sont premiers entre eux, donc d’apres 1'égalité de Bezout, il existe deux polynomes P et @ tels que

ViP+(X -a)"Q = 1.
On a alors :
up UuQ

p-_—~ 2%
X-aor Vv,

La formule de Taylor permet d’écrire :
+00

PUHX)= Y apX-a)
k=0
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ce qui entraine
Uup =
= -+R
X-a)y ,;0 X —a)*t

ol R est un polynéme . Alors

_ UQ
+R+—
g’ X - a)” i \41
et la fraction rationnelle R + QV n’admet pas a pour pole.

L'unicité : Supposons qu’il ex1ste deux n-uplets distincts (u;)1<j<, et (1;)1<i<n et deux fractions F; et Fg n'admettant pas a
pour pole tels que

‘Z 1—i b

_ 4
-1 (X— )l i1 X —a)
Soit p = max{k € [1,n)/y;, # Ap}, donc VE € [k + l,n], Uy = Ay, alors :

p ;i p A;
Z L _+F= Z L _ 1+ Fy
i=1 (X -a) i=1 (X -a)
ce qui donne en multipliant par (X —a)? :
p-1 . p-1 .
pp+ Y (X -aP 4 (X —a)PF1=2Ap+ Y ;X —a)P ! +(X —a)PFy
i=1 i=1
En substituant @ a X dans cette égalité de fractions (F1(a) # 0 et Fa(a) #0), on obtient yp = Ap ce qui est absurde. O

Soit F une fraction rationnelle admettant a pour pdle.

1. Si a est un pole d’ordre 1 ( pole simple ), on peut écrire F = ﬁ oil V1 est un polyndme n’admettant pas a pour
racine. Donc il existe u tel que :

u
1) F= F
(1) X_g tF0

otl la fraction Fp n’admettant pas a pour pole.
U
D= —=pu+X-a)Fy
\41
ce qui donne p = + Mais V' = (X —a)V] + V7 entraine V'(a) = V1(a). La partie polaire relative au pole a est donc :

U(a) _ P(a)
e avec p= Vi@ ~ V(@)

2. Sia est un pole d’ordre deux, on peut écrire F = X U) o1 V est un polyndme n’admettant pas a pour racine. Donc il
existe uj et ug tels que :
H1 H2
(1) F= +———+F
X-a X-a)2 0

ou Fy est une fraction n’admettant pas a pour pdle.

U
)= o= X —a)+py +(X —a)?Fy
1

ce qui donne pg = ‘1711 ((‘2))
Pour trouver 1, on retranche )2 pour obtenir une fraction dont a n’est pas un pole, ou est pole simple ce qui ramene

au cas précédent.

3. Sia est un pole d’ordre n (n > 2), on peut écrire F = ﬁ ot V1 est un polynéme n’admettant pas a pour racine. De

Ula)
Vi(a)®

Comme V =(X —a)"V7, alors on a Vi(a) =

la méme manieére on obtient y, =

V(n)(a)

7.2 Décomposition en éléments simples dans C[X]

Théoreme 7.1 Etant donnée une fraction rationnelle  F dans C[X]dont les péles sont ap,as,...,a, distinctes deux a deux
et d’ordres de multiplicité respectifs r1,r9,...,r'n, il €xiste un unique polyndbme P e C[X] et unique famille de scalaires
(1, j)1=isn,1=j<r; tels que:
ri

ul]

F=P+ Z(Z

i=1 j=1 (X = a)J

Cette décomposition s’appelle la décomposition en élément s simples dans C(X) de la fraction F.

Cours de Mathématiques MP 21/23 Rédigé par: M.Tarqi



CHAPITRE 16 POLYNOMES ET FRACTIONS

Démonstration :

1. Existence : Soit {a1,a9,...,a,} 'ensemble des podles de F, en retranchant de F la partie polaire associée a 1'un de ses podles
a;, on obtient une fraction rationnelle dont les poles sont les autres podles de F, avec le méme ordre de multiplicité que
dans F.

Donc en retranchant toutes les parties polaires associées a chacun des poles, on obtient une fraction de la forme irréduc-
tible % qui n"admet pas pdle, c’est-a-dire le polyndme @, qui est a coefficient dans C, n’admet pas racine, ce qui montre
qu’il est constant.

On a ainsi montré 1’existence de la décomposition demandée de F'.

n ri ..
2. Unicité : Supposons F =P+ ¥ (¥ (Xulg 7 ), alors P est la partie entiere de F car F — P est une somme de fractions de
=1 o1 X

degrés strictement négatifs.
Pour chaque 1<% < n, on peut écrire :

ol F}, est une fraction n’admet pas aj, pour pole.

Tk .
Donc ¥ —*%/_ estla partie polaire de F associée au pole ay,, ce qui entraine I'unicité de pg 1,445 25l 1, -

& —agy
O
7.3 Exemples d’applications
1 Fe X3-2x2+2
T X2-3X+2
La division euclidienne de X3 —2X?2 + 2 par X2 - 3X +2 entraine :
F=X+1+F; avec F1 = y—fag—-
Fy c’est une fraction irréductible de degré négatif, donc sa partie entiere est nulle et d’apres le théoreme, F; s’écrit sous
la forme: 5
a
Fi= +
1"x-1"x-2

En multipliant les deux membres par X — 1, on obtient

X BX -1)
—a+
X-2 X-2)

X -1DF1(X)=

et en égalent les valeurs au point 1 des fractions obtenues, on obtient a = -1.
De méme , en multipliant par (X —2), on obtient : f=2.
D’ou

-1 2

+
X-1 X-2

F=X+1+

__X'a1
2 F=xGe-me
C’est une fraction irréductible, de degré négatif, donc sa partie entiere est nulle. Elle est impaire, admet 0 pour pole
simple, 1 et —1 pour pdles doubles, donc F s’écrit sous la forme :

F=1y 22 o, 9, M, %
X xX-12 X-1 (X+12 X+1
et par parité, on obtient :
F= a1 ag a3 a4 as

+ - + -
X xX+12 X+1 X-12 X-1
L'unicité de le décomposition entraine : ag = —ag et a5 = as.

En multipliant les deux membres par X, et en égalent les valeurs au point 0 des fractions obtenues, on obtient a; = 1.

De méme , en multipliant par (X — 1)2), et en égalent les valeurs au point 1 des fractions obtenues, on obtient : ag = %

Enfin, linl xF(x)=1implique 1=aj +ag+a5;dottag=0et
X—>+00

1 1 1
= — 4 — .
X 2X-12 2X+1)?
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__1
3. F—m

F admet pour poles simples les n racines nitme de 'unité wy, = e

Les wy, étant simples, donc

arp =

car (wp)*=1,d’olt:

4. Soit P = ap(X —x1)(X —x9)...X —x,) un polyndme de C[X] a racines simples. Alors il existe des scalaires (ay,) tels que :

en multipliant par X —x;, on obtient :

D’autre part

donc a; = 1 et par conséquent :

Exercice :
un polynoéme de la forme :

/
Déterminer la décomposition de %.

2km
n

1 n-1

_ Ak
Xr-1 =X -w,
Plwy) _ __1 Ye avecP=1let@Q=X"-1

QW) ~ nwpr T n

1 1l wy
X"-1 n/=X-w

P o
P X -x

! n
X-x))==a; + Z
k=1,k#i

ap(X —x;)
X -y,

e P P
m X=X P(x) _x%iM_

X—X;

: Soit P un polynéme dont les racines sont x1,xg,...,x, d’ordres de multiplicité respectifs r1,rg,...,rn, c’est-a-dire

n
P=2AT] (X—xl-)z avec LeC*
k=1
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: , 1=k =n-1),donc la décomposition s’écrit :
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