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Dans ce chapitre, on considére un intervalle I =[a,b] de R, avec a < b.

1 Fonctions continues par morceaux

1.1 Subdivision d’un intervalle

Définition 1.1 On appelle subdivision ( ou partage ) de [a,b] toute famille finie strictement croissante o = (a;)jefo,n], AVEC
neN* et
a=ap<ai<..<a,=>b.

Remarque: Ladonnée d'une subdivision de [a,b] elle équivalent a la donnée d'une famille finie d’éléments deux
a deux distincts de [a,b].

Définition 1.2 Soit 0 = (a;)jcfo,n] Une subdivision de [a,b]. On appelle pas ou module de o le réel :

6(o)= sup (a;—a;_1).
Jeli,nl

Exemple : Soit [a,b] et n €N, la famille o = (@) jefo,»] définie par aj =a +j b%“ pour j € [0,n]] est une subdivision
de [a,b], son pas est &2 : On dit la subdivision est réguliere.

Proposition 1.1 Soient o et ¢’ deux subdivisions de [a,b]. Alors o Uo’ et 0 N o’ sont des subdivision de [a,b].

Démonstration :
1. ouo’ s’obtient en ordonnant la liste réunissant les points de o et ¢’.
2. ono’ s'obtient en ordonnant la liste des points communs de o et o’

Définition 1.3 Soient o et o' deux subdivisions de [a,b]. On dit que o' est plus fine que o si 0 c o’

1.2 Fonctions continues par morceaux. Fonctions en escalier

Définition 1.4 Une fonction f est dit continue par morceaux sur [a,b] si elle n’a qu’un nombre fini de points de discontinuité
ou elle admet des limites a droite et a gauche finies.

Autrement dit, il existe 0 = (aj) jefo,,7 Une subdivision de [a,b], avec f prolongeable par continuité sur [aj_1,a;] pour tout
jeli,nl.

Une telle subdivision est dite adaptée a f.

Exemples
1. x — E(x) ( partie entiere de x) est une fonction continue par morceaux sur tout intervalle [a, b].

2. La fonction définie sur [0,1] par :
xsi0sx<i
flx)= 2six=1
2 1

Sl S1 gSQCS].

Proposition 1.2 Toute fonction f, continue par morceaux sur [a,b], est bornée.
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Démonstration :  Soit o = (a;)jefo,,] une subdivision adaptée a f, alors la restriction de f & chaque intervalle
Jaj_1,a;l est prolongeable par continuité, donc est bornée. d

Proposition 1.3 L'ensemble 4 ([a,b],R), des fonctions continues par morceaux sur [a,bl, muni de la’addition, de la multi-
plication et de la multiplication par un scalaire est un sous-algebre de I'algebre des fonctions bornées sur [a,b].

Démonstration: L'élément unité c’est la fonction constante égale a 1 et est dans .#([a,b],R).

Soient f et g dans #([a,b],R), si o et ¢’ les subdivisions associées respectivement a f et a g, alors 0 U’ est une
subdivision associée a f et g, avec cette subdivision on vérifie que f + g, fg et Af, avec A € R, sont continues par
morceaux.

Définition 1.5 Une fonction ¢ est dite en escalier sur [a,b], si elle est constante par morceaux. Plus précisément, il existe
une subdivision o = (a ;) jefo ] telle que ¢ soit constante sur chacun des intervalles la ;_1,a [, pour tout je[1,n].

On montre facilement le résultat suivant :

Proposition 1.4 L’ensemble &([a,bl,R) des fonctions en escalier sur un intervalle [a,b] a une structure d’algebre.

1.3 Approximation par de fonctions en escalier

Théoréme 1.1 Soit [ une fonction continue sur l'intervalle [a,b], pour tout réel € > 0, il existe deux fonctions ¢ et v en
escalier sur [a,b], telles que :

p<f<svety—@p=<e¢

Démonstration : Soit € > 0, comme la fonction f est uniformément continue sur [a,b], implique 1’existence de
a >0 tel que
Vix,y)€la,bl?, lx-yl<a=If(x)-f(l<e

Soit n € N* tel que &2 < a et soit la subdivision :
0n =(aj)o<j<n définie para; =a+ b%“j

Sur chaque intervalle [a;_1,a;], pour 1 < j < n, la fonction f continue, donc est bornée et atteint sa borne inférieure
et sa borne supérieure en x; et y; respectivement.

Notons m; = f(x;) et M; = f(y;), il est clair que M; —m; < €. Soit ¢, et ¢, les deux fonctions en escaliers définies
sur [a,b] par:

Vjell,nl,Vx €la;-1,a;l,0n(x)=m;,w,(x) = M; et p,(b) = y,(b) = f(b).

pour tout j €[1,n] et pour tout x €]a;_1,a;[, onam; < f(x) < M; et par conséquent ¢, < f <y, < avec ¥y, — ¢, <¢.
a

1.1 Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,bl, pour tout réel € > 0, il existe deux fonctions en escalier
@ et y en escalier sur [a,b], telles que :

p<f<svety—@p=<e¢

Démonstration : Soit £ > 0 et (@) je[1,,] une subdivision de [a,b] adaptée a f. Pour j € [1,n]], la restriction de f
est Ja;j_1,a;[ est continue et admet un prolongement par continuité f; sur [a;-1,a;], d’apres le dernier théoreme, il
existe des fonctions ¢; et y; sur [a;_1,a;] telles que sur [a;-1,a;],
pi=fisvjetyj-gpj=<e

Soient maintenant les fonctions en escalier sur [a,b], définies par :

1. pour tout j € [1,n] et pour tout x €la;_1,a;[, px) = ¢ ;(x), w(x) = y;(x);

2. pour tout je[0,n]l, pla;) =y ;(a;)=f(a;).
Ces fonctions vérifient sur [a,b], p<f <y ety—@<e. a

1.2 Soit f une fonction continue par morceaux sur [a,bl. Alors pour tout € > 0 il existe une fonction 6, en escalier
sur [a,b], telle que |f — 0| <e.
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Démonstration : On sait qu'il existe deux fonctions en escaliers ¢ et y tels que ¢ < f <y et v — ¢ < 2¢. Donc il
suffit de prendre 6 = 3% a

2 Intégrale d’une fonction continue par morceaux

2.1 Intégrale d'une fonction en escalier
2.1.1 Définition d'une intégrale d’une fonction en escalier

Etant donnée une fonction @ en escalier sur [a,b] et o = (ag,a1,...,a,) une subdivision associée a ¢. On vérifie
facilement que la somme :
n—-1
S(p,0)=) M(ais1—-a;)
i=0
ou M; la valeur de ¢ sur la;,a;+1[ ne dépend que de ¢, et non de la subdivision o considérée. En effet, soit o et o’
deux subdivisions de [a,b].

1. Supposons ¢’ plus fine que o, donc ¢’ =0 U S ot S une partie finie de [a,b], donc il suffit de vérifier la
propriété dans le cas ot 0’ = 0 U{c}. Supposons a,—1 < c <ap, donc:

p-1 n
S(p,0") = Z(ai—ai_l)Mi+(c—ap_1)Mp+(ap—c)Mp+ Z (a;—a;_1)M;
i=1 i=p+1

n

= ) (ai—ai-1)M;
i=1

= S(g,0)

2. Cas général : Si o et ¢’ sont deux subdivisions adaptées & ¢, alors o Ud’ est une subdivisions plus fine que o
et o’ et qui associée a ¢, donc le premier cas :

S(p,0)=S(p,cud’)=S(p,d).
d’ot1 le théoréme suivant :

Théoreme et définition 2.1 Soit ¢ une fonction en escalier sur [a,b] et 0 = (ao,a1,...,a,) une subdivision de [a,b]. La

somme
n—-1

Y Miai1—a;)
i=0

ot M; la valeur de ¢ sur laj,a;+1l ne dépend que de ¢, et non de la subdivision S considérée. Cette somme s’appelle intégrale
de ¢ sur l'intervalle [a,b] et se note I,3(¢), f[a,b] @ ou tout simplement I(¢p).

2.1.2 Propriétés algébriques de 1'intégrale des fonction en escalier

Proposition 2.1 L’intégrale est une forme linéaire sur I'espace vectoriel des fonctions en escalier. Autrement dit, pour tout
couple (¢, ) des fonction en escalier et pour couple (a, 8) de nombres réels :

I(a@ + By) = al(p) + BI(y)

Démonstration: Nous savons en effet qu'il existe une subdivision o de [a,b] compatible a la fois avec ¢ et v, et
donc avec ag + By. Soient M; et N; les valeurs de ¢ et de v sur les intervalles Ja;_1,a;[. Alors

I(ap+py) = l:i_l(aMi“'ﬂNi)(CHl_ci)
li::On—l i=n—1
= a Z Mi(civ1—ci)+pB Z Ni(civ1—ci)
= aI(l<;)§+,BI(1,//) =
ce qu'il fallait prouver. O
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2.1.3 Propriétés liées a I’ordre

Proposition 2.2 Si ¢ en escalier et positive sur [a,b], alors I(¢) = 0. En particulier si ¢ et w sont deux fonctions en escalier
sur [a, b] telles que ¢ <, alors I(¢) < I(y).

i=n-1
Y Mi(ci+1 —c;) est positive,
=0

1=

Démonstration : En effet, si ¢ = 0, alors Vi, M; =0 et par conséquent la somme :

donc I(¢) = 0.
Si ¢ <, alors ¢ —¢ =0 et d’apres ce qui précede I(y — ¢) = 0 et par linéarité I(y)—I(¢) = 0 ou encore I(y) = I(¢p) O

Remarque : Si ¢ en escalier, bornée sur [a,b] telles que : m < ¢ < M, alors m(b —a) < I(p) < M(b —a).
?e r;‘%nbre ﬁl (¢p) s’appelle valeur moyenne de ¢ sur 'intervalle [a,b]. Ainsi la valeur moyenne de ¢ appartient a I'intervalle
m,M]1.

Théoreme 2.1 Soit ¢ une fonction en escalier [a,b], alors |I,p (@)l < I,p(e)).

Démonstration : Soit ¢ une fonction en escalier sur [a,b], notons :
- ¢* la partie positive de ¢, c’est-a-dire sup(p,0) ;
— ¢~ la partie négative de ¢, c’est-a-dire sup(—¢,0).
Soit enfin |p| la valeur absolue de ¢, ¢’est-a-dire la fonction x — |p(x)].
D’apreés les définitions, on a :
- Sip)=0, ¢t @) =¢), e~ () =0, et lp(x)| = o(x)
- Sipx)<0, 9T (x)=0, ¢~ (x) = —@(x), et |p(x)| = —p(x)
Il est clair que :
p=¢" -9 etlpl=9" +¢~
et par suite :
Ip)=I(p")-I(p ) et I(p)) =I(pT)+I(p™)
Il en découle que
(@) = It =L@ ) = (@) +I(p~) = I(p" +¢7) =I(l¢)).

D’ot1 le résultat : 0

2.1.4 Propriétés liées a I'intervalle d'intégration

Soit ¢ une fonction en escalier sur [a,b] et ¢ un point de Ja,b[. Nous pouvons considérer une subdivision de [a,b] compatible
avec ¢ et contenant le point c. Dans ce cas il existe ng tel que ng=c etona:

i=n-1
Iop(@) = Y Milciz1—c;)
i=0
i=ngl i=n-1
= Y Mi(ciyi-c)+ Y Mi(cip1—¢))
i=0 i=ng
= Iac(‘ﬂ)+lcb((ll)

Proposition 2.3 (Relation de CHASLES ) Soit ¢ une fonction en escalier sur [a,b] et ¢ €la,b[, alorson a :
Top(@) =Igc(p)+15(p) (1)

On pose par convention : I, (¢) = —I,(¢) et Iqq(¢p) =0.
Avec cette convention, on voit que la relation (1) reste valable quelles que soient les positions relatives des points a, b et ¢ : c’est
la relation de CHASLES.

2.2 Intégrale d'une fonction continue par morceaux

Soit f une fonction continue par morceau sur I = [a,b], considérons les ensembles :

E(f)={ fl Plpe EAR), p=f)

E+(f)={flw/weg(1,ﬂ%), v=f)

Proposition 2.4 Les deux ensembles E*(f) et E~(f) sont respectivement minoré et majoré, et supE~(f) =infE* (f).
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Démonstration : f étant continue par morceaux, elle donc bornée. Si M et m sont respectivement un majorant et un mino-
rant de f sur I, alors les deux fonctions constantes m et M encadrent f ; donc E~(f) et E*(f) sont non vides.

Pour tout ¢ € &(,R) tel que ¢ < f, on a [;¢ < (b —a)M, et pour tout ¢ € EUI,R) tel que w = f, on a [;¢ = (b —a)m. Donc E~(f)
est une partie non vide, majorée de R, elle admet donc une borne supérieure et de méme E*(f) admet une borne inférieure,
puisqu’elle est non vide et minorée de R.

Pour toutes fonctions en escaliers sur [a,b] telles que g < f <y, ona: [;¢ < [;y. Ce qui implique supE~(f) <infE*(f).

Soit maintenant ¢ > 0, il existe ¢ et ¢ deux fonctions en escaliers sur I telles que ¢ < f <y et ¢ — ¢ <. Il en résulte alors

Jio<supE~(f)<infE*(f) < [y et [{(y—¢p)<(b-a)
d’otinfE* (f)—supE~(f) < (b —a)e. On a donc infE* (f) —supE~(f) <0, et en conclusion : infE* (f) —infE~(f) = 0. a
Remarque: Sif esten escalier, alors infE* (f) =supE~(f) = [; f.

Définition 2.1 Avec les notations précédentes, la borne commune des ensembles E~(f) et E*(f) est appelée intégrale de f sur I et on la
note :

Remarque : Soit f une fonction continue par morceaux sur I, alors elle est bornée sur [a,b] telle que : m < f =M, d’ou
mb-a)< [;f<M(-a)

%e r;znbre ﬁ J1 f s’appelle valeur moyenne de ¢ sur l'intervalle [a,b]. Ainsi la valeur moyenne de f appartient & I'intervalle
m,M].

2.3 Propriétés de l'intégrale
2.3.1 Linéarité, relation de CHASLES

Proposition 2.5 L'intégrale est une forme linéaire sur I'espace vectoriel des fonctions continues par morceaux sur [a,b].

Démonstration : Soit ¢ > 0, f étant continue par morceaux sur I, donc il existe 6 en escalier sur I telle que |f -6 <&, on a

0-e<f <9+¢, ce quiprouve:
f(e—e)sffsf(6+£)
1 I 1

Jir=)e

Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur I, ainsi A et p deux scalaires, il existe alors, d’apres la premiére partie,
¢ et 7 deux fonctions en escaliers sur I telles que

If —pl=<e, Ulf—flw
lg§-yl=e, Ulg—flw

|k -0l

et donc:

<(b-a)e.

<(b-a)

et

<(b-a).

Posons h =Af + uget@=Ap+puy,ona:

IA

[Af =@l +1Allg -yl
(Al +1phe

IA

et par suite :

= (b -a)|Al+uDe

e

La linéarité de I'intégrale sur &([a,b],R) permet aussi d’écrire :

s:fa :Af f
1( @+ py) RAryal

fronfes

ce qui donne :

= (b —-a)(Al+|puDe
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et donc:

S9)
1]

Jp=2fir-ufe
U;h—S+S+AfIf—prg'
[ip=sl+ls-afr-uf ]

2(b —a)(|Al + |ule

IA

+

IA

On en déduit: Ve >0, § <2(b—a)(|A|+|ul)e, ce qui prouve que § =0 et donc

[arvwo=1[r+ufe

O
Proposition 2.6 Soit c €la,bl et f une fonction continue par morceaux sur [a,b], alors
[or=[ r+f 1
[a,b] [a,c] [c,b]
Démonstration : Soit ¢ une fonction en escalier qui minore f, ona:
f w=f <P+f fpSf f+ f.
[a,b] la,c] [c,b] la,c] [e,b]
leréel i, o1 f + Jic p1f qui est un majorant de l'ensemble :
/p e E™( )}
{f[a,b] e 4
est donc plus grand que la borne supérieure de ce dernier, ce qui donne :
Joor” = ot o
[a,b] [a,c] [e,b]
En appliquant ce résultat & —f, on obtient :
[or=[ r+f 1
[a,b] [a,c] [c,b]
O

Remarque : Soit une fonction f continue par morceaux sur [a,bl et n €N, {ag,a1,...,a,} une subdivision de [a,b], alors :

n-1
f= [ f.
j[‘a,b] kgo lag.ar+1]

2.3.2 Croissance. Inégalités

Proposition 2.7 L'application [;:f — [; [ est croissante sur 4 (I,R) :

ng:fIfSIIg

en particulier si f =0, alors [; f = 0.

Démonstration : Soit £ une fonction en escalier et positive sur [a,b], la fonction nulle est en escalier sur [a,b] et elle minore
f,donc0eE~(f), donc [7f =0.
Sif<galorsg—f=z0et ff(g-f)=f1g-Jif=0. a

2.1 Pour toute fonction en escalier sur I =[a,bl, ona:

b

Sfllfl.
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Démonstration: Eneffet,ona: —|f|<f <|fl, donc — [;If|< f;f =< [7If]. a

Proposition 2.8 Si f et g sont des fonctions réelles continues par morceaux sur I = [a,b], alors |fl fg| <suplf|f7lgl.
I
Démonstration : 1l suffit de remarquer : —sup|gllf| < fg < suplgllf]. 0
I I

Remarque : Pour toute fonction continue par morceaux sur I =[a,b], ona:

I

Théoreme 2.2 Soient f et g deux fonctions continues par morceaux sur un segment [a,b], (a <b). Alors,on a :

< Sl;.p|f|(b —a).

([ re] <[P0 )

Démonstration: Pour tout A un réel. On a, d’une maniere évidente :

b b b b
f(lf+g)2=/12f f2+2lf fg+f g
a a a a

Le polyndéme A — f:(lf +g)2 =12 fab 2+ 21]: fg+ fab g2 est positive.

1. Si ff 2 #0, le polyndme est un trindme, donc son discriminant est négatif ou nul :
b 2 b b
e (L) )=
a a a
2. Supposons ff fZ=o.

Si f;’ fg >0, alors A lim Z(f[f fg) /1+f[f g2 = —oo, contradiction. De méme si f[f fg <0, alors A lim Z(ff fg) /1+f[£’ g2=
—+00 ——00

—o00, contradiction. Donc fab fg =0 etl'inégalité est vraie.

2.4 Extension de la définition de I'intégrale

I est un intervalle quelconque de R

Définition 2.2 Soit f une fonction définie sur I. On dit que [ est continue par morceaux sur I lorsque sa restriction a tout segment [a,b]
inclus dans I est continue par morceaux sur [a,b].

Exemple: La fonction partie entiere x — [x] est continue par morceaux sur R.

Définition 2.3 Soit f une fonction continue par morceaux sur I, pour tous réels a et b de I, on pose :

f[a,b]f si a<b
fff= 0sia=b

—Jif si b<a
Remarque: Larelation de CHASLES et les inégalités de la moyenne s’écrivent :
1. Pour tous réels a,b,c de I : fé’f = facf+fcb f.
2. Sia<b,

ff fg) < sup Iflf[f |g|. En particulier fé’f‘ < sup |f|(b-a).
[a,b] [a,b]

3 Intégrale d’une fonction continue
Dans cette section I un intervalle quelconque de R non vide et non réduit a {0}.

3.1 Primitives d’une fonction continue

Théoreme 3.1 Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R et a un élément de I. la fonction : x — [ f(x)dx est de classe €1
sur I sa dérivée est f.
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CHAPITRE 19 INTEGRALE SUR UN SEGMENT

Démonstration: Posons F(xg) = [ f(¢)dt, pour tout h #0,0n a:

x()+h X0 +h
f Ft)dt— f Flxo)dt
X

X0 0

1
Z(F(xo +h)=F(xg)—hf(xg)

1 x()+h
—f [f (@) —f(xp)lde
h Jx

L'inégalité de la moyenne entraine, pour 2 >0 :

<lhl sup  If(@)—f(xo)l

telxg,xo+h]

x0+h
f LF(8) - Flaeo)ldet
%0

et par suite

< sup |f@®)—f(xp)l

telxg,xo+h]

1
'Z (F(xo+h)—F(xg)—hf(xg))

La continuité de f en xg entraine lim sup  |f(#)— f(xp)l =0 ce qui implique
h—0te[xg,x0+h]

.1 _
hlln(}+ Z(F(xo +h)—F(xq)) = f(xg),

de méme on montre que

im (P (o + ) Fxo) = fxo)
donc F est dérivable en xq et sa dérivée F'(xq) = f(x). O

3.1 Soit I un intervalle de R. Toute fonction réelle f continue sur I admet au moins une primitive sur I.
Démonstration : C’est une conséquence du dernier théoréme. |

Remarques :

1. Pour une fonction continue sur 7, la fonction x — [ f(t)dt est I'unique primitive de f s’annulant en a. (a € I). Les autres
primitives sont de la forme x — f[f fdt+C, CeR.

2. Soit F une primitive de f sur I. Pour tousa et b de I : ff f@®)dt=F(b)-F(a).

3. Si f est classe C! sur I, alors pour tous x et a de I, on a: ff f'@)dx = fx) - f(a).

Exemple : Lafonction logarithme est 'unique primitive de x — %
positif, Inx = [{ 4L,

sur ]0, +oo[ s’annulant en 1 : pour tout réel x strictement

3.1.1 Positivité
Théoreme 3.2 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a,b].
1. Sif est positive sur [a,b], alors f;’ f(x)dx = 0.
2. Si f est positive sur [a,b] et si ff f(x)dx =0, alors f est nulle sur [a,b].

Démonstration :
1. SiF estune primitive de f sur [a, ], alors F'=Ff.f étant positive sur [a,b], F est croissante sur [a,b] et donc F(b)-F(a) =0
soit [ f(x)dx = 0.

2. La condition ff f(x)dx =0 signifie F(b)—F(a) =0, or f est positive sur [a,b], donc F est croissante et :

Vx€la,b],F(a) <F(x)<F(b)

Puisque F(a) = F(b), F est constante sur [a,b]. Il en résulte que sa dérivée f est nulle sur [a,b]
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CHAPITRE 19 INTEGRALE SUR UN SEGMENT

Remarque : Dans les cas ot les fonctions f et g sont continues, 'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ est une égalité si, et
seulement si, f et g sont liées. En effet :

1. Supposons {f,g} est lié. Si f = 0, la conclusion est évidente.
Sif #0, alors il existe a € R tel que g = af, etona donc:

2 b b
[re) =([ 7)) #)
a a
Réciproquement, supposons qu’il y ait égalité dans I'inégalité de CAUCHY-SCHWARZ.

Si f =0, alors {f,g} est lié.
2. Supposons f # 0. Puisque f est continue, on a alors fé’ f2>0,dou:

V/1€|R fb(/l )2_ fb 2 A fabfg 2
JPar+e?=(12r?) i

_f,ffg
J2 2

En particulier, pour A = donc f:(&f +g)2 =0, puis Af +g =0 et donc {f, g} est lié.

3.1.2 Interprétation géométrique de I'intégrale
Soit (O,f,f) un repere orthonormé du plan P. la donnée de ce repere fixe une unité d’aire.

Proposition 3.1 Soit f une fonction continue et positive définie sur un intervalle [a,b] (a < b). Soit D la partie du plan P définie par
{M(x,y)eP / a<x<bet0=<y<f(x). Onadmet que I'aire de Dy, notée A(Dy), est égale a f;’ f(x)dx.

Application: L’aire d'un disque de rayon R, c’est :

R
2[}3 VR2 — x2dx = nR?

3.2 Sommes de RIEMANN

Soit f une fonction continue sur [a,b]. Soit n € N* et 0 = (a;);ef0,,] une subdivision de [a,b]. Un famille (c¢;);c1,n], avec V& €
[1,n]1, ¢y €lap_1,az], est dite associée a o.

Définition 3.1 La somme de RIEMANN ! de f relative a o et d (ci)ier1,ny €8t -
n
Rp(0,(cdierin) = ) (@ —ap—1)f(cp).
k=1

Proposition 3.2 Pour tout (e > 0), il existe > 0 tel que, quelle que soit la subdivision o et la famille (cp)pe[1,,] associée, si la pas de o
est inférieur an, ona:

<E&.

b
(0, (i)~ f !
a

On écrit : lim|yi—o B(0,(¢)ieg1 o) = O -

Démonstration : La continuité uniforme de f sur [a,b] entraine 1'existence de n :

€
b-a

V(x,y) €la,bl,lx -yl <n = |f(x) - f(y)| <

Avec la relation de CHASLES, on a :
a

b n k
f fdt= Yy f()dt
a

k=1Y0k-1
donc
n ap
= Z (fleg) = f@)dt

k=1YCF-1

b
'%f(o',(ci)iel[l,n]]) _L f

Si on suppose o <17, on aura Yk €[1,n], Vi€ [ap_1,ar], Ic — ¢l <7, donc

n

b n
'%f(gv(ci)iell,n])_f f' = " (Flen-funde= 2 Y @ —app) =
a | j b-ayz

a
=1Y0k-1

Ainsi lo] == [ 7(0,(c)ier1ap - Ji | <€ O

1. Riemann Georg Friedrich Bernard (1826-1866), mathématicien allemand dont 1’'ouvre est colossale
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CHAPITRE 19 INTEGRALE SUR UN SEGMENT

Cas particuliers: Soit f une fonction continue sur l'intervalle [a,5]. On pose :

b-a b-a b-a
X0=a,x1 =a+—,..,xX; =a+1 yeyXp =@+n—— =b.
n n

ona:
xg=a<x1<x9<..<xp=>

Considérons les deux suites (s, )p>1 et (Sp)p>1 définies par :
i=n-1 i

Vn=1),s,=2 ¥ fla+it2)etS, =1y fla+itse)

n
i=0 i=1

Théoreme 3.3 Les deux suites (sp)p=1 et (Sp)p>1 sont convergentes et lim s, = lim S, = b%fé’ f(x)dx
n—+oo n—-+oo a

Exemples
1. Cherchons lim 'y -1
- Cherchons | lTMigl Py
i=n 1 li:n 1
(Vn=1), — == -
S S B
li:n ; 1
==Y fd+2) avec flx)=—0
n = n 1+x
d’ott:
i=n 1 1izn
lim Y ——= lim =Y f(l+2)
n—+oon+1 n—toon i3
B 1 dx
“Jo 1+x
=In2
. i=n-1 1
2. Cherchons nl—l»I-Il—loon EO TEE
Vnz=1), n S ]
Sin?2+i2 n 5 1+(%)2
li:n—l i 1
== Z f(=) avec f(x)= 3
noizp n Ltz
d’ott:
i=n—1 1 1i:n—1 i
lim n = = =)
n—too ‘= p24+i2 n—+oo ;) !
3 1 dx
0 1+x2
1
=-n
4

4 Extension aux fonctions complexes

Dans cette section, on considére des fonctions f continues sur un intervalle I de R, a valeurs complexes. On pose f = u +iv oil
u et v sont respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de f.
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CHAPITRE 19 INTEGRALE SUR UN SEGMENT

4.1 Fonctions complexes continues par morceaux

Définition 4.1 Une fonction f :[a,b] — C est dite continue par morceaux sur [a,b] si existe une subdivision o = (ap)pefo,n de [a,b]
telle que pour tout k € [1,n] :

— [ est continue sur lap_1,apl,

— f admet une limite a droite en aj_1 et une limite a gauche en ay,.

Définition 4.2 Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. On dit que f continue par morceaux sur I lorsque sa restriction a
chaque intervalle [a,b] de I est continue par morceaux.

Soit aj,_; et ay deux points de la subdivision o = (a3 )gef1,,7 tel que a1 <ay, :

— f estcontinue sur lap_1,a[ si, et seulement si, u et v le sont.

— f admet une limite a droite en a;,_; ( resp. a gauche de ay}, ) si, et seulement si, u et v ont une limite en a,_; ( resp. a gauche
enay ).

D’oi la caractérisation :

Proposition 4.1 f =u+iv est continue par morceaux sur [a,b] si, et seulement si, u et v sont continues par morceaux sur [a,b].
On aussi la propriété suivante :

Proposition 4.2 L'ensemble .4((I,C) des fonctions continues par morceaux sur I d une structure de C-algébre.

4.2 Intégrale d’une fonction continue par morceaux

Définition 4.3 Soit I un intervalle de R, f : I — C une fonction continue par morceaux sur I. Pour tout segment [a,b] de I, on définit

lintégmle de ’ SUur a,b pm M
f ’ —f u+1f v
a,b a,b [a,b]

fabf=fabu+ifabv.

Remarque: Re(f? f)= [P Re(f), Im([2 )= [P Im(f) et (/0 f) = [P F.

et pour tout couple (a,b) de I?, on définit fé’ f par:

Proposition 4.3 Soit f une fonction par morceaux sur [a,b], alors :

f fl= f I£1.
[a,b] [a,b]
1
2 2]z 1
[(f u +f v) ] sf (u2+v2)§
[a,b] [a,b] [a,b]

Démonstration: Posons I =[a,b]. Si f; f =0, le résultat est vraie, sinon il existe 6 € R telle que :

o=l

' f (t)dt' - f "0 f (1)t
f I

C’est-a-dire

donc

il vient donc (7 e WF(t)dt est un réel) :

‘ ff (t)dt' = Re( fI P rde) = fl Re(e 0 F(t))dt

Ulf(t)dt

et comme Re(e £ () < |f(®), on déduit :

< f FOldt.
I
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CHAPITRE 19 INTEGRALE SUR UN SEGMENT

4.3 Primitives d’une fonction complexe

Théoreme 4.1 Soit f une fonction a valeurs complexes définie sur un intervalle I et a € I. La fonction F : x — [ f(f)dt est dérivable
sur I et sa dérivée est f, c’est I'unique primitive de f qui s’annule en a.

Démonstration: Ona:F(x)= [Tu(t)dt+i [ v(t)dt et d’apres ce qu’on a vu pour les fonctions réelles, les fonctions :
U:ix— [Ju@®dtetV:.x— [Fu®)
sont dérivables sur I avec U' = u et V' =v, donc F est dérivablesur I et F' =u+iv = f. 0
4.1 Pour toute fonction complexe continue sur I et toute couple (a,b) d’éléments de I, on a :

b
f f(@®)dt = h(b) - h(a)
a

avec h une primitive quelconque de f dans I.

Exemple: [Jeildt=[}e]T = 1™ -1)2i.

5 Formules de TAYLOR

5.1 Formule de TAYLOR avec reste intégral

Proposition 5.1 Soit f une fonction de classe C"lsurI,ona:

n —_a)k b (p—n
Fb) = Z (b—?)f(k)(a)+f (b—'t)f(””)(t)dt.
=0 k! a n!

Démonstration: Montrons ce résultat par récurrence sur n.
1. Sin=0, c'est-a-dire si f est de classe C1, alorson a:

b
£b) = fl@)+ f £t
a

2. Supposons le résultat est a 'ordre n — 1 et montons le pour n. Soit f de classe Cc"*lsurI. Par hypotheése on peut écrire :

nl(p b
£(b) = Z ( ka) f(k)( )+f (71)'f(n)(t)dt
k=0

Mais on a : ( intégration par parties )

b _nn-1
[ rmwar = |- G0 sy
a —1):

f - f("+1)(t)dt

- “) f(”)() f - f<"+1>(t)dt

f(b)—z(b )k f(k)() (b- a) f(n)() f (b( : f(n+1)(t)dt
=0

2
Exemple: Montrons que : Vx € [-7,7], cosx=1-%.
La formule de Taylor avec reste intégral, a I'ordre 2 s’écrit :

2 x _t2
cosx=1- r +f =—9) sintdt
2 0 2

Comme la fonction sinus est positive sur [0,7] et négative sur [-7,0], on a :

X — 2
=—1) sintdt =0

Vxe[-n,m], [

ce qui permet de conclure.
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CHAPITRE 19 INTEGRALE SUR UN SEGMENT

5.2 Inégalité de Taylor-Lagrange

Proposition 5.2 Soit f une fonction de classe C"lour1.SiM majore |f("+1)| sur le segment [a,b], alorson a :

b- a) |b—a|"+1

(n+1) °

'f(b)— Y

f(k)( )'
k=0

Démonstration : Par application de la formule de Taylor avec reste intégral, on obtient :

(b- a)
0

'f(b)—z = P )' = ' ayt! f A0 neDg 4 — a)t)dt‘

IA

(6 —a)"*1 fo % (f("+1>(a+(b -a)t)dt( dt

1 AY ()
|(b—a)|"+1f L=
0 n!

1

IA

a _t)n+1

— Mb— n+l _
1b-al n+ 1)

0
|b _a|n+1
n+1)!

Exemples:

3
1. VaeR, |sinx—x+ % |< £ (vreR, [sin® @)= sin()l < 1.

, noo
2. Etablissons la relation bien connue : Vx €R, e* =limp— 400 Y. % La fonction exp est classe C* sur R, donc I'inégalité de

Taylor-Lagrange a 1’ordre n, implique pour tout x e R :

x n k *) |x|n+1
¢ ZO PO =MET
le réel M ne dépend pas de n, c’est la borne supérieure de ¢ — exp®*D ¢ sur la segment [0, x]. et comme limy, —. 0o M (nlzﬁ, =
0, alors
n xk
e’ = lim —.
n—+o0 = k!
6 Procédés d’intégration
6.1 Intégration par parties
Proposition 6.1 Soient u et v deux fonctions dérivables et a dérivées continues sur [a,b], alors :
b [
f W (o )dz = [0 - f w0’ ()
a a
Démonstration: Vxela,bl, [u(x)vx)] =u' (x)v(x)+ulx)v’(x)
b b b -
f v = f W (o()dz + f w0’ (o) = [u(@ )=
a a a
d’ott:
b [
f u () (x)dx = [ulx)ox)F=2 —f u(xv' (x))dx.
a a
O
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CHAPITRE 19 INTEGRALE SUR UN SEGMENT

Exemples:

z oz
1. [y teostdt =I[¢sint]] — [ sintdt

4

=% —[-cost]}
= % —_ 1
2. [§t¥sintdt = [t2(-cos I} - [if 2t(—cost)dt

=x2cosx +2 [ tcostdt

= x2cosx + 2[tsin ] — [§ sintdt

= x2 cosx + 2(x sinx + cosx — 1)

6.2 Intégration par changement de variable

Proposition 6.2 Soient f une fonction continue sur [a, f] et ¢ une fonction dérivable sur [a,b] et a dérivée continue sur [a,b] tels que
@la)=a et @(b)=p,alors:

b @(b)
f fopt)p (tdt = f F@du
a ¢(a)

Démonstration : Soit F une primitive de f sur [a, 8], on a, Vx € [a,b]:

(F o) (x) = F'(p(x)¢' (x) = f(p(x))p' (x)
donc F o ¢ est une primitive de la fonction x — f(p(x))¢’(x), d’our :

[Fo (p(x)]g

F(p(b)) - F(p(a))
Fp)-F(a)

p
f .
a

b
f FlpNg! (x)da
a

Applications :
1. Soit f une fonction numérique continue et T-périodique, @ un nombre réel. On a :
T f(odt = (& F(Ddt
2. Soit f une fonction paire (resp. impaire ) définiesur Reta € R.On a:

e fwdt=2 [5 ftdt (resp. [, ft)dt=0)

Exemples:
1. Calculde I = fog (sin x + 1)sin 2xdx
1= fo% (sin®x + 1)sin2xdx
= fo% (sin*x + 1)2sinx cosxdx

x
=2y (sind x + sinx)cos xdx

On pose t = sinx

donc dt=cosxdx etsix=0alorst=0etsix=§ alors =1, d’ol:

I=2 2> +0)dt

_orts L 211
—2[@4-7]0
_4
-3

2. Cherchons la primitive de x — sur R} qui s’annule en 1.

1
(1+t)\ﬂdt

.
A+0vE
Notons F cette primitive, donc Yx >0, F(x) = [f°

de _ dt
2Vt 2u

On pose u = v/, donc du =

donc:
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CHAPITRE 19 INTEGRALE SUR UN SEGMENT

_rx 1
F@= I Gyt

— VZ 2udu
1 (1+uu

= 2[arctan u]i&
=2arctanx - §

6.3 Liste des primitives usuelles

Fonction f Primitive F = [ f | Domaine de validité
e (a#0) ée‘“ R
sinx —cosx R
cosx sinx R
shx chx R
chx shx R
thx Inchx R
cothx In|shx| RrR*
tanx —In|cosx| R\{5 +nn/ne 7}
cotx In|sinx| R\{nn/n € 7}
L —1-th2x tha R
C 2x
}iz =cot?x—1 —cotx R*
- =1+tan®x tanx R\{5 +nn/ne€ 7}
COSl X 2
e 1+cot“x —cotx R\{nn/n € 7}
@ xt! +
x% (@ eR\2) T R
% In x| R*
1+1x2 larctainx R
+x
122 Ell’l i—x R\{—l, 1}
1 ln[x+\/1+x2) R
li-x2 )
—11"“2 arcsinx 1-1,1[
2 _ _ _
A Injs+ V21 | 1-o00,~ 11Ul +ool

7 Primitives des fonctions x — P(x)e* ou P € C[X] et a € C.
Une intégration par parties donne (& #0) :

f P(2)e%dx = L P - 1 f P'(x)e™

a a
Par itération, on déduit qu’il existe un polynéme @ € C[X] de degré degP tel que :
fP(x)ech =Q(x)e™ + cte.
Cas particulier : Pour tout nombre a ( réel ou complexe ) non nul, on a sur tout R :
[eaxdx = leax +cte
a

D’ot, en posant a = a + i, et en séparant les parties réelle et imaginaire :

acos fx + Bsin fx
feacosﬁxdx: #eax+cte
a“+p
et .
. asin Bx — Bcos fx
fe“smﬁxdx: #em+cte.
a“+p

8 Primitives d’une fraction rationnelle

Pour chercher une primitive d’une fraction rationnelle, on commence d’abord par la décomposer en éléments simples. On
cherche ensuite, une primitive de chacun des éléments simples. La partie entiere étant un polyndme , on sait en trouver une
primitive.

On distingue deux types d’éléments simples :
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8.1 FEléments simples de premiére espéce

A
(x—a)k”
1. Pour tout réel a # 1 et tout nombre réel ou complexe a, onasur R :

Sont les fractions rationnelles de la forme :

S (xfa)a dx = (a—l)(?—a)“‘l +cte.
2. (a) SoitaeR.pourx>a,ona:

fxdffl =In(x—a)+cte
etpourx<a

S xdT’fl =In(-x+a)+cte
d’ot1 les deux cas, on a:

fxd_—’il =In|x—a|+cte
(b) Sia=a+iB, B#0,dans ce cas

1 x—a x
[—— devip[ L
x—a—1ip (x—a)2 + g2 (x—a)? + B2
et on est ramené a chercher une primitive des éléments simples de seconde espéce et dans ce cas, on a, d'une
maniére générale :
Pour tout m,p,a et (B#0)deR,

mx+p
x-a)2+ ﬁ2
En particulier, pour tout nombre réel m #0, ona sur R:

a
+cte

+
dx = % In[x — a)? + ﬁ2] + % arctan a

dx 1 x
5 5= — arctan — +cte.
x“+m m m

8.2 FEléments simples de seconde espéce

Il s’agit des intégrales des primitives de la forme : [ %, ol a,b,p,q sont des réels tels que ¢ # 0, et ot n € N*. On

commence par introduire au numérateur la différence x — p du trinéme (x — p)2 +q en écrivant :
a
ax+b= 5(2x—2p)+b+ap
d’ou:

ax+b _a 2(x —p)dx +(bia )f dx
[c-pR+q?1"  2J (- p2+q?P P ta—pr o

La premiére intégrale est de la forme [ %, la seconde se calcule a I’aide de changement de changement de variable x—p = g tant.

Exemple: Calculdel= "% (x2 dx.

+x+1)
Posonsu:x2+x+1,du:(2x+1)dx,1—2 %23 :%%ﬁm,domona:
aVeCJ—2fm

u
1
= _Z =J+=-=
=3l 2
1

2
Ecrivons u = [x + E) + Z et faisons la changement de variable défini par : x + % = %tan ¢, donc

t= arctan(2x—\/+§1), etu=

_3
4cos?t

et par conséquent
g3 V3 dt 16cos’t
- 2J) 2 cos?t 9

2t 1
cos2tdt= — + —sin2t+C
ff V3 V3

. : 2tant _ V3(@2x+1) 4 .
La relation sin2¢ = Trtan?s implique sin2¢ = 2 rarl) et par conséquent :
2 2x+1 x+1
I=—arctan——+———-—+C
V3 V3 xZ+x+1
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9 Primitives des fonctions rationnelle de sin et cos

Il s’agit des primitives de la forme [ F(sinx,cosx)dx ol F est une fraction rationnelle.

9.1 Méthode générale

On peut ramener cette intégrale a celle d'une fraction rationnelle d"une variable ¢ en considérant le changement de variable
défini par: ¢ =tan % Le fait que les fonctions sin et cos sont 2n-périodiques permet de se limiter, dans la recherche des primitives
sur des intervalles de longueurs 2x. Soit la changement suivant :

x=2arctant <=t =tang, -T<x<7.

En tenant compte des relations :
2t 1-12 2dt
o2 =1 dr=1 5
les intégrales proposées s’écrivent sous la forme :
fR( 2t 1—t2) 2dt
1+¢271+¢2 | 1442

. _ 2dt 1 _ 2dt -2
Exemple . 1+smx f( 1+22 1+12_t2) - f a+e2 1+tang +cte
+t

sinx =

9.2 Cas particuliers : Régles de Bioche

Les regles de Bioche consistent a proposer un changement de variable quand 'expression F(sinx,cosx)dx est invariante par
une certaine transformation :

1. Si I'expression F(sinx,cosx)dx est invariante par la transformation x — —x, dans ce cas on utilise le changement de
variable ¢ = cosx.
. CPREN _ sm X
Ex.e.mple : Soit a calculer I = [882 % cos¥
utilise le changement ¢ = cosx, d’ot1 :

;5
sin® x
I= f dx = f
cosx
2. Sil'expression F(sinx,cosx)dx est invariante par la transformation x — 7 —x, dans ce cas on utilise le changement de

variable ¢ = sinx.
Exemple : Pour calculer l'intégrale J = [ ﬁgﬁgg ~dx, on utilise le changement x = sinx, doi1 :

2cos cos dt
J = f X f dx:f =1In|t| + cte =In|tanx| + cte
3- 005295 1+sin?x 1+1¢2

sm X
CoSX

dx. On observe que dx est invariant par la transformation x — —x, donc on

4

x+cte

-1 1
- +2t—t3)dt= —1n|c0sx|+cos2x— Zcos

3. Si l'expression F(sinx,cosx)dx est invariante par la transformation x — x + z, dans ce cas on utilise le changement de
variable ¢ = tanx. 5 5
Exemple : Pour calculer l'intégrale K = [ £%5:Xdx, on observe que <5~

sm5x sm5x

dx est invariant par la transformation x — x + 7,
donc on utilise le changement x = tanx, d’ott :

+cte

K= fcos x(sin x+c052xdx=f 1+tan2xdx:fd(tanx) B

sin®x tan® x tan® ~  4tantx

10 Primitives des fonctions rationnelle de sh et ch

Le calcul des intégrales de type [F(shx,chx)dx ol F est une fraction rationnelle de sh et ch se raméne & une intégration d’une
fraction rationnelle en ¢, en utilisant le changement de variable ¢ = th% < x =2argtht.
En tenant compte des relations (¢ €]-1,1[, x prend toute valeur réelle ) :

2t 1+¢2 2dt
shx=——, chx=——, x=——.
1-¢2 1-¢2 1-¢2

fR 2t 1+#2) 2dt
1-#2"1-42)1-¢2"
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I'intégrale proposée s’écrit sous la forme :




CHAPITRE 19 INTEGRALE SUR UN SEGMENT

Exemples :
1. fshx f%:lnltl+cte:]n|th§|+cte

2. fchx = lzfttg =2arctant + cte = 2arctan (th §) + cte

Remarque : On peut utiliser le changement de variable ¢ = e* qui ramene lui aussi & une fraction rationnelle. Dans ce cas on
a:
2-1 241 2-1 dt

hx = , chx= , thx=———, dox=—.
SUX= o T Ty e YT

11 Intégrales abéliennes

Ce sont les intégrales de type € F(x, y)dx ol F est une fraction rationnelle et ott y = 1/ ‘Z;‘Idb ouy=VaxZ+bx+e.

11.1 Les primitives des fonctions F (x, v/ %)

n ax+b
y= cx+d

On effectue le changement de variable :

donc
_ b— _ _ad-bc m-1
= et dx = eyroap ™Y dy.
Exemple: Calculdel=[,/%2dx (45 0)
Effectuons la changement de variable y =,/ Z+§ oux= a— donc I devient :
4y%d 2d 2d + +x—ya-
f yay =f Y 4 Y =2arctan\/a x+lnw+cte.
(y2+1)y2-1) y2+1 y2-1 a—-x at+x+ya—-x

11.2 Les primitives des fonctions F (x, Vax?+bx+ c)

On pose y2 = ax? + bx + ¢ et se raméne a I'une des trois formes canoniques suivantes :

- y2=a?((x+ A2 + p2) ce qui conduit au changement de variable x + A = ushz.

— y2=a?((x+ )2 - 2) dans ce cas on utilise le changement de variable x + A = Fucht.

- y2=a2(u2 - (x+2)%) ce qui conduit au changement de variable x + A = usint ott x + A = picost

Exemple : Soit a calculer [ = [ —4%
(4+4x— xz)?

Posons y = V4 +4x —x2 = \/8—(x —2)2) puis x —2 = 2v/2cost (0 < ¢ < 7).
Donc y =2v/2sint et :

f—2\/§sintdt “lfde 1o 1 x-2
=l —==5 = —cott+cte= = ———— +cte
(2v2sint)3 8 J sin?¢ 8 8 /4 +dx — 2
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