Chapitre 20
INTEGRATION SUR UN INTERVALLE QUELCONQUE
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Dans ce chapitre, I désigne un intervalle quelconque de R non réduit a un singleton.

1 Fonctions continues intégrables a valeurs positives

1.1 Définition et propriétés

Définition 1.1 Soit f une fonction continue et positive sur l'intervalle I. On dit que f est intégrable ( ou sommable ) sur I
s'il existe un réel M tel que, pour tout segment J inclus dans I, on ait [;f <M.
On appelle alors intégrale de f sur I le réel [; défini par :

Jyr=sue s

Remarque : D’aprées la définition, l'intégrale d’une fonction positive est positive, et réciproquement, on a le
résultat suivant :

Proposition 1.1 Si f est une fonction positive sur I et [;f =0, alors f =0

Démonstration: Soit xg € I. Il existe un segment o/ inclus dans I et non réduit a un singleton, tel que xp € J c I.
Alorsona:0=< [;f < [;f=0,donc [;f =0.Ceci entraine : Vx € J, f(x)=0 eten particulier f(xo) =0. O
Si I est un intervalle fermé borné [a,b], avec a < b, et si f est une fonction positive sur [a,b], la fonction f est

intégrable sur [a,b] et son intégrale, au sens de cette définition, est égale a ff f(@)d¢. En effet, puisque f est positive,
alors

b
VJc[a,b],f fsf f@®)de
J a

avec égalité lorsque J =[a,b].
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Lemme 1.1 Soit I un intervalle et a et b ses deux extrémités. Alors on peut construire une suite croissante d’intervalles
inclus dans I, dont la réunion est égale a I.

Démonstration : En effet, considérons les deux suites :

a siael
apn=X{ a+2"siaeReta¢l
-n sia=-00
et
b sibel
b= b-2"sibeRetbe¢l
n sib=+o00

11 est clair que lim a, =aet lim b, =b etpuisque a#b, on a, a partir d’un certain rang ng, a, < b,. La suite
—>+00 —>+00

(an), étant décroissante et la suite (b,), étant croissante, donc la suite d’intervalles ([a,,b,],) est croissante et on
a:
= U [an,bn]

nzng

a

Proposition 1.2 Soit f une fonction continue et positive sur l'intervalle I et (J,)nen une suite croissante de segments inclus
dans I dont la réunion est égale a 1. S'il existe un réel M tel que :

VneN, f <M,

Jn

alors f est intégrable sur I et 'ona :
f f=sup
neN

Démonstration :
1. Soit J =[a,b] un segment inclus dans I, alors il existe des entiers n; et no tels que a € J,, et b € Jy,.
Considérons ng = sup{ri,n2}, on a donc [a,b] c Jy,, et comme [ est positive, on en déduit :

ffs <M (%)
J Ing

Dong, f est intégrable sur I.

2. La suite (J,),en étant croissante, donc :

Vnel\l,ffsf fsM
Jn Jn+1

Ainsi, la suite (f; f)» estune suite croissante majorée donc convergente vers sup J;, f etl'inégalité () montre

Vd 1, Elnoel\l:ffsf f< lim ff
J J”O —+00

On en déduit, [; f < ni@oofefn f,etpuisque VneN, J,cI,ona

VneN, fJnfoIf
[ refr

Ce qui montre le résultat. a

que:

ce qui montre :
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1.2 Propriétés algébriques
1.2.1 Linéarité

Proposition 1.3 Soient A€ R, f,g deux fonctions positives intégrables sur I. Alors Af + g est intégrable sur I et ona:

[ar+er=a[r+ s

Démonstration: Soit (J,), une suite de segments dont la réunion est égalea I, ona:
VYneN", f (ﬂf+g)=/1f f+f gsitff+fg,
In In In I I
donc Af + g est intégrable.

De plus, comme lim, .o fJ" f=/ifetlim, .. fJn g=J;8, alors

lim f()tf+g)=/1 lim f f+ lim g:)Lff+fg
n—+oo I n—+oo I n—-+oo I I I

[ar+er=a[r+ s

donc

1.2.2 Croissance

Proposition 1.4 Soient f et g deux fonctions continus positive sur I telles que 0 < f < g . Si g est intégrable sur I, alors f
est intégrable sur I et on a :
Jir=ls
I I

Démonstration: Pour toutJ inclusdansI,ona:

freeel

donc f estintégrablesur I et [, f=sup [, f < [; 8. 0
Jcl

1.2.3 Propriétés liées a 'intervalle I

Définition 1.2 Soit f une fonction positive sur I et I' un intervalle tel que I' c I. On dit que f est intégrable sur I' si, et
seulement si, la restriction fip est intégrable sur I' et on note [y, f au liew de [} fir.

Proposition 1.5 Soit f une fonction positive sur I et I' un intervalle tel que I' < 1. Si f est intégrable sur I, alors [ est
intégrable sur I'etona: [ f < [; f.

Démonstration : Supposons f intégrable sur I. Pour tout segment J’ inclus dans I’, on a :

Jir<hs

donc f estintégrablesur I' et: [, f < [; f. O

Proposition 1.6 Soit f une fonction positive sur I et a un élément de I qui n’est pas une extrémité.
La fonction f est intégrable sur I si, et seulement si, ses restrictions a In]—oo,al et I n[a,+ool sont intégrables, et I'on a :

j;f - j;ﬂ]—m,a] f+ j;m[a,wo[ -
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Démonstration: Soit J, =[a,,b,] une suite croissante de segments de I dont la réunion est égale a I. Comme «
n’est pas une extrémité de I, il existe un entier n¢ tel que an, <a < by,. La suite (J,)n=n, est alors aussi une suite
croissante de segments de I dont la réunion est égale a I.

La suite ([an,aDn=n, ( respectivement ([a,b,1)n=n, ) est une suite croissante dont la réunion est égale a In]—oo,a] (

respectivement I n[a,+ool ).
Lrfont Lo
JIn lan,al [a,br]

La relation de CHASLES :
montre que la suite (f J, Fn=n, est majorée si, et seulement si, les suites ( f[a,,,a] nzng et ( f[a,bn] n=n, sont majorées.

f f —00. f +0o0|
I I ,a I a,

Remarques :

1. Si I =la,+ool et ¢ > a, alors toute fonction continue et positive est intégrable sur I si, et seulement si, f est
intégrable sur [¢,+ool et on a dans ce cas :

Jorod? oo
[a,+ool [a,c] [e,+ool

2. SilI=]-o0,+o0[ et c € R, alors toute fonction continue et positive est intégrable sur I si, et seulement si, f est
intégrable sur [c, +oo[ et sur ]—oo,c] et on a dans ce cas :

Fa ot
1—00,+00l 1-o0o,cl le,+ool

2 Calcul pratique des intégrales impropres

2.1 Caractérisation a ’aide d"une primitive

Si f est une fonction continue sur [a,b], (e < b), alors f est intégrable sur I et d’apres le théoreme fondamental,
pour toute primitive F de f,on a:

b
f f@)dt =F(b)-F(a)
a
Dans cette partie et dans les cas I =[a,b[, I =la,b], I =la,bl, on va donner une généralisation en utilisant des limites.

Proposition 2.1 Soient (a,b) € (R x R) tel que a < b et f une fonction continue positive sur [a,bl. Notons F 'application
définie sur [a, bl par :

F(x)= f " Fdt

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. f est intégrable sur [a,bl.
2. F est majorée sur [a,bl.
3. F admet une limite finie en b.

Si l'un des propriétés est vérifiée, alors

X X
f = sup f f@®)dt= lim f f(@)dt.
[a,bl xela,blJa X+ Jg

L'intégrale [, , f est alors aussi notée J2Fou [P Fo)de.
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Démonstration: 1) = 2) En effet, pour tout x € [a,b[, comme f est positive et [a,x] < [a,b[, on a:

F(x)=f f(t)dtzf fsf p
a [a,x] [a,bl

ce qui montre que F est majorée par [, ,f-
2) = 3) Supposons que F est majorée sur [a,b[. Comme f est croissante, il en résulte que F' admet une limite en b.
3) = 1) Soit L cette limite, comme F est croissante, alors

Vx € [a,bl, fxsz(x)SL

Soit J un segment quelconque inclus dans [a,b[, notons x 1'extrémité droite de /, alors on a :

Lfsfaxsz(x)sL

Donc f est intégrable sur [a,b[ et f[a,b]f <L.
D’autre part :

Vx €la,bl, F(x)sf
[a,b]

Donc: f, 5 f =L. O
Le résultat suivant se démontre d’une maniere analogue :

f:LSf

[a,b]

2.1 Soient (a,b) € R x R) tel que a < b et f une fonction continue positive sur la,bl. Notons F 'application
définie sur la,b] par :

b
F(x)= f f)dt

Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. f est intégrable sur la,b].
2. F est majorée sur la,b].
3. F admet une limite finie en a.

Si l'un des propriétés est vérifiée, alors

f = sup fxf(t)dtle_i{riafxf(t)dt.

Ja,b] x€la,b]

L'intégrale [, ,,f est alors aussi notée J2Fou [P F(o)dt.

Exemples :
1. Pour tout x>0, on a [y e !dt=1-e"%, donc l'intégrale [, e 'd¢ existe et vaut 1.

2. Vx €]0,1], on a fxl —Intdt =[-tlnt+ t]}c = —x+1Inx+1, donc la fonction x — —Inx est intégrable sur 10,1] et
fH=Inpdt = 1.

2.2 Soient (a,b) € R” tel que a < b et f une fonction continue positive sur [a,bl. F étant un primitive de f sur
la,bl et c€la,bl.
La fonction f est intégrable sur la, bl si, et seulement si, la fonction F a des limites finiesen a et b, et 'ona :

c x
f=1lim F(x)+ lim F(x)= lim f f@)dt+ lim f@)dt.
x—a x—b x—a J, x—bJe

la,bl

Cette intégrale on la note [ f ou [P f()dt.
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Exemple: Pour tout couple (x,y) de réels tel que x <y, ona:

Yy o1
f —dt=arctany —arctanx
x 1+t

Dont f(x) = lsz est intégrable sur Retona:

+00 1
f dt=r.
oo 1412

2.2 Regles de comparaison des fonctions positives
Proposition 2.2 (Exemples de RIEMANN) Soient a un réel et a un réel strictement positif.
1. La fonction ¢t — t% est intégrable sur [a, +oo[ si, et seulement si, & > 1.

2. La fonction t — t% est intégrable sur ]0,a] si, et seulement si, a < 1.

Démonstration: Une primitive de t — t% sur J0,+ool estt — Intsia=1ett— ﬁ tal,l. Sinon cette primitive
admet une limite finie en +oo si, et seulement si, a > 1 et une limite en 0 si, et seulement si, a < 1. 0

Proposition 2.3 Soient f et g deux fonctions continues positives sur un intervalle I. Si f < g et si g est intégrable sur I,
alors la fonction f est intégrable sur I etona [;f < [; 8.

Démonstration: Pour tout intervalle / inclus dans I on a:

reeef

ceci montre que f est intégrable sur I'intervalle I et que [; f < [; &. a

Exemple : La fonction f(x) = e~ est continue et positive sur [0,+oo[, d’autre part, Vx = 1, f(x) < e”*, ainsi la
fonction f est intégrable sur [0, +oo[.
De méme f est intégrable sur ] —o0,0], donc f est intégrable sur ] — oo, +o0l.

Proposition 2.4 (Régle x“f(x) en +o0) Soient a un réel strictement positif et f une fonction continue et positive.

1. Sil existe a €11, +ool tel que xﬂquoox“ f(x)=0 alors f est intégrable sur [a,+ool.

2. S’il existe a €] — o0, 1[ tel que xﬂrgrloox“ f(x) = +oo alors f n’est pas intégrable sur [a, +oo[.

Démonstration: e Ilexistec>atelque Vx=C,0<x%f(x)<1,d’ol:
1
Vxze, 0<f(x)s—
xﬂf

On conclut avec la derniere proposition et I'exemple de RIEMMAN.
* Il existe ¢ >a tel que Vx = C, x*f(x)= 1, d’otr :

1
Veze, flx)z—
X

On conclut toujours avec la derniére proposition et 'exemple de RIEMMENN . d
De méme on a la régle de comparaison au voisinage d’un point fini :

Proposition 2.5 (Régle (x—a)*f(x) en a+) Soient (a,b) un couple de R? et f une fonction continue et positive définie
sur la,b].

1. Sl existe a €] - o0, 1[ tel que lim (x- a)*f(x) =0 alors f est intégrable sur la,b].

2. S'il existe a €]1,+ool tel que lim (x—a)*f(x) = +oco alors f n’est pas intégrable sur la,b].
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Exemples:

1
x+Vx

1. La fonction définie sur 10,1] par f(x) = est continue sur 10,1] et 'on a :

liné+ Vaf(x)=1

Comme la fonction x — x 7 est intégrable sur 10,1], elle est de méme de f.

747e—x

2. Ona . 1i1£1 x ? = 0, donc la fonction x — e~ est intégrable sur [0, +ool.
—+00

sint 1 +0o dt : +00 sint :
3. Ona, pour toutt =1, £5* < S et [{> % existe, donc [; ™ #5"dt existe.

3 Fonctions intégrables a valeurs complexes

3.1 Définitions et propriétés

Définition 3.1 Une fonction f continue sur l'intervalle I a valeurs dans C est intégrable sur I si |f| est intégrable sur I.

Exemple: La fonction f définie sur [0, +ool par f(x) = ei*” n'est pas intégrable, puisque son module, égal a 1, n’est
pas intégrable.
On immédiatement le résultat suivant :

Proposition 3.1 Soit f une fonction continue sur I dans C et g une fonction continue sur I a valeurs positives. Si g est
intégrable sur I et |f| < g, alors [ est intégrable sur I.

Etant donnée une f continue sur I a valeurs dans R, les fonctions £+ et £~ définies par:
f1(x) =sup(f(x),0) et f~ =inf(—f(x),0)
sont continues et positives et vérifiant les relations :
f=f"=fetifl=f"f"

Proposition 3.2 1. Une fonction f continue sur I a valeurs dans R est intégrable sur I si, et seulement si, f* et f~ sont
intégrables sur I.

2. Une fonction g continue de I dans C est intégrable sur I si, et seulement si, Reg et Img sont intégrables sur I.

Démonstration: En effet, on a les inégalités :

fr=Ifl, f~<Ifl, |IRegl <lgl, IImg| <|g|

ainsi que les relations

Ifl=f*+f" et|gl<|Regl+|Img|.

Définition 3.2 1. Si f est une fonction continue sur I dans R est intégrable, on note :
fr-lr-lr
I I I
2. Si f est continue sur I a valeurs complexes et est intégrable, on note :

f1f=fIRef+if11mf

Proposition 3.3 Soit f une fonction définie sur I a valeurs dans C. Si f est intégrable sur I, alors pour toute suite croissante
(Jn)n de segments dont la réunion est égalea I, ona :

fir=tm ],
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Démonstration :

1. Si f est a valeurs réelles :

ngrgoofnf=flf+—flf‘=f[f

donc

2. Si f est a valeurs complexes :

fJﬂf=fJn(Ref+iImf)=fJ"Ref+ifJ"Imf
donc

lim JnfszRef+ifIImf=fIf

On montre facilement le théoréme suivant :
Théoreme 3.1 L’intégrale est une forme linéaire sur 'espace vectoriel des fonctions continues intégrables sur I.

Proposition 3.4 Si f est fonction continue sur I a valeurs complexes et intégrable sur I, alors ona :

‘fIfoIIfl.

Démonstration: En effet, pour tout suite croissante (J,,), de segments dont la réunion est égalea I, ona:

UJ"f <[ =

ce qui, par passage a la limite, nous donne le résultat. d

Proposition 3.5 Inégalité de CAUCHY-SCWARZ Soient f et g deux fonctions continues sur I a valeurs complexes.
Si 2 et g2 sont intégrables sur I, alors f g est intégrables sur I eton a:

ffg25(f1|7g|)25(fllfl2)(fllgl2).

Démonstration: Ona (If|-1g))?=0,donc 0=|fg| <3 (IfI?+Igl?). Donc |fg| est intégrable et de méme pour fg.
Pour tout suite croissante (J,,),, de segments dont la réunion est égalea I, ona:

e =([, 7o) =([, )], ).

ce qui, par passage a la limite, nous donne le résultat. a

Proposition 3.6 Soit c €la,bl et f une fonction intégrable sur la,bl, alors

f]a,b[ f= ~[]a,c] f f[c,b[ f

Notation: Sib <a, on note fff == f.

Remarque: Larelation de CHASLES, avec cette notation, s’écrit : Pour tous réels a,b,c de I :

fabf=facf+fcbf
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3.2 Caractérisation a I’aide d’une primitive

Proposition 3.7 Soient (a,b) € RxR) tel que a < b et f une fonction continue. Notons F I'application définie sur [a, bl par :

F(x)= f " Fdt

Si f est intégrable sur [a,bl, alors F admet une limite finieen b et :

f = lim f f(@)dt.
[a,b[ x—+00

L'intégrale [, , f est alors aussi notée [P Fou [P Fo)at.

Démonstration :

1. Le cas réel : Supposons f est intégrable sur [a,b[, alors f* et f~ sont intégrables sur [a,b[ et

‘/[.a bl j[‘a bl ‘/[.a bl

et d’apres ce qu’on a vu pour les fonctions positives, on a :
Lim, fo f7 = fapi £t im 7= fiap
il en résulte que F admet une limite finie en b et que :
lim fg f@de= lim [of7 = lim [7F7 = fiaptf" = oot f ™= fapi f

2. Le cas complexe : La relation f = Ref +iImf prouve, en appliquant ce qui précéde a Ref et Imf, le résultat
pour toute fonction complexe intégrable.

O
De la méme maniére, on montre le résultat suivant :

3.1 Soient (a,b) € (Rx R) tel que a <b et f une fonction continue sur [a,bl. Notons F l'application définie sur
la, bl par :

b
F(x)= f f)dt

Si f est intégrable sur la,b], alors F admet une limite finieen a, et on a :

f f lim f f(®dt.
]a,b] x—+a

L'intégrale [, ,,f est alors aussi notée fab fou fab f)dt.

Exemple: L'intégrale fol sin 1d¢ est-elle convergente ?

Posons F(x) = [, !sin ldt (0 <x < 1) et faisons le changement de variable ¢ = %, alors F(x) = f 1 sinu. ﬂ ou encore

F(x)= [ 8L dy avec (X = ).
Or ‘S;nz“' < 12 ; I'intégrale [] oo sinu est convergente, donc aussi l'intégrale proposée.

3.2 Soient (a,b) € @2 tel que a < b et f une fonction continue la,bl. F étant un primitive de f sur la,bl et
c€la,bl.
La fonction f est intégrable sur la, bl si, et seulement si, la fonction F a des limites finiesen a et b, et 'on a :

f= limaF(x)+ lime(x)leim f@dt+ 11m f(t)dt

]a,b[ xX— x— —a Jx x—b

Cette intégrale on la note [° f ou [° f(®)dt.
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Démonstration : Il suffit d’utiliser la relation de CHASLES :
[ r=[ s+ 7
la,bl la,cl [e,bl
et d’appliquer ce qui est précede. d
Exemple: Soit f(x)= 8% définie sur [1,+ool. A 'aide d"une intégration par parties, on a pour tout x=1:

x —Cos * cost
f f@)dt = Y 1 cosl —f ——dt
1 X 1 t2

—COSX
X

D’une part, lim +cosl =cosl.
X—>+00

cosx
x2

cos
x2

X
. cost cosx
lim — =f 5 dx.
x—+ooJ1 ¢ [1,400[ X

X

D’autre part, x — est intégrable sur [1, +ool, car < x%, donc

Il en résulte que la fonction f est intégrable sur [1,+oo[.
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