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1 Introduction

Lorsqu’un phénomene est déterminé par une loi connue, on peut utiliser cette loi pour faire des prévisions. Par
exemple, considérons un point mobile sur une droite. Si nous choisissons un origine et un sens sur cette droite, a
chaque instant le point est repéré par son abscisse.

Mathématiquement, le mouvement est donc représenté par une fonction :

f: I — R
t — x=f@)

Par application de de cette loi, on peut prévoir et déterminer la position du mobile a chaque instant. Ce pendant
toutes les situations ne sont pas aussi simples : par exemple, dans une partie de pile ou face, on ne peut pas dire
a 'avance si c’est pile qui sortir ou si face. Un tel phénomene semble échapper a toute prévision. On dit qu’il est

aléatoire.
L’objet des probabilités est d’étudier, d'un point de vue théorique les phénomeénes aléatoires

2 Concepts de base des probabilités

2.1 Epreuve

Définition 2.1  On dit qu'une expérience ou une épreuve est une experience aléatoire s’elle est répété dans les mémes
conditions conduit a des résultats différents, donc dans une expérience aléatoire, on ne sait pas d’avance le résultat.

Exemples:

1. Soit I'épreuve " lancer une piece de monnaie trois fois dans 'air ". On peut obtenir soit pile, soit face pour le
premier cas, puis, soit pile, soit face pour le deuxiéme lancer, etc...

2. " Tirage d'une carte d'un jeu de 52 cartes "

3. Dans une urne on dépose sept boules rouges, quatre noires et deux boules vertes " On tire successivement
deux boules sans les remettre dans l'urne "
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2.2 Ensemble Q des éventualités. Evénements

Définition 2.2 Considérons une expérience aléatoire. L'ensemble des éventualités associé a cette épreuve est I'ensemble des
résultats possibles. On note cette ensemble Q

Exemples:
1. Considérons le jeu de la piece lancée trois fois. On peut représenter toutes les possibilités a 1’aide de I'arbre
suivant :
N\
1°"lancer p F
N\ N\
2¢lancer p F P F
SN\ N N
3¢lancer p FP FP FP F
Dans ce cas :

Q= {PPP,PPF,PFP,PFF,FPP,FPF,FFP,FFF}
2. Dans l'expérience " lancer deux fois d'un dé " I'ensemble des éventualités est Q =[1,612.
3. Aujeu de la roulette qui contient 37 chiffres,0,1,2,...,.36. L'espace des éventualités est :

Q={neN/0=n=36}

Pl

4. L'espace des événements associé a I'épreuve " lancer d'une piéce de monnaie et d’'un dé " est :
Q={P,F}x[1,6]

Définition 2.3 Soit Q l'espace des éventualités associé a une épreuve et F(Q) l'ensemble de ses parties. Chaque élément de
P(Q), c’est-a-dire chaque partie de Q est appelé événement.

Exemples:
1. Dans le jeu de la piece de monnaie lancée trois fois,I’événement " pile sort en premier " est

{PPP,PPF,PFP,PFF}.

2. Aujeu de dé l'événement " résultat pair " est {2,4,6}.

EVENEMENTS PARTICULIERS :
o @ est dit événement impossible.

o Q) est dit événement certain. ) ) ) ) ) .
o Deux événements A et B sont dits disjoints ou incompatibles sil'événement ” A et B ” est impossible, c’est a dire

AnB=g.
o Chaque partie de Q possédant un seul élément ( un singleton ) est appelé événement élémentaire, les événements

élémentaires sont disjoints deux a deux.

Exemples: Dans le jeu de la piece de monnaie lancée trois fois :

1. L’événement caractérisé par " sortir cinq fois pile " est impossible. De méme 'événement " obtenir une fois
pile et deux fois pile " est impossible.

2. Les événements " obtenir une fois pile " et obtenir deux fois pile " sont incompatibles.

3 Tribu et probabilité

3.1 Notion de tribu

Définition 3.1 Soit Q un ensemble et .F un sous-ensemble de parties de Q. On dit que .F est une tribu si elle vérifie les 3
conditions suivantes :

1. Qe F;

2. si A appartient a F, alors son complémentaire A appartient aussi a F ;

3. si (Ap)nen est une suite d'éléments de %, alors U A, appartient a F.
neN
Le couple (Q, F) est appelée espace mesurable ou encore espace probabilisable. Les éléments de % sont appelés des événements.

On vérifie sans probleme a partir des trois axiomes ci-dessus que toute tribu .# contient I'ensemble vide @, est
stable par union finie, intersection finie ou dénombrable. Ainsi, on retiendra qu'une tribu est stable par combinai-
sons au plus dénombrables d’opérations usuelles sur les ensembles, bref par toutes les manipulations classiques.
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Exemple: Voici trois exemples classiques de tribus :
e La tribu triviale : .7 = {®,Q};
 La tribu engendrée par une partie A de Q : F ={9,Q,A,A°};
e La tribu pleine : % = 2(Q).

Remarque: En pratique, lorsque Q est fini ou dénombrable, on considére en général la tribu pleine Z(Q).

3.2 Probabilité
Définition 3.2 Soit (Q,.%#) un espace mésurable. Une probabilité p est une application de .F dans [0,1] qui vérifie :
1. p(@)=1;

2. pour toute famille au plus dénombrable d’événements deux a deux disjoints (A )nen ona p(|J Ay) = Z p(A,).
neN n=0

On appelle espace probabilisé le triplet (Q,.%, p), si Q est fini on dit que (Q,.%, p) est un espace probabilisé fini.

Exemple: On lance une piéce de monnaie une fois. Ici Q = {P,F}. L'application :
p: 2Q — 10,1]
P — %
F —— i
est une probabilité et (Q2, 22(Q), p) est un espace probabilisé fini.
On déduit aisément les propriétés suivantes :
Proposition 3.1 Soit (Q,.%#, p) un espace de probabilité. Alors on a les propriétés :
1. P(g)=0.
2. Pourtout Ae.%, p(A°)=1-p(A).
3. Pourtout A,Be.7 telsque A c<B, p(A)<p(B).
4. Pourtout A,BeF, p(AuB)=p(A)+p(B)-p(AnB).

Démonstration :
1. VA,BeP(Q),ona AuB)=(A-B)U(B-A)U(AnB)etles trois parties A—B, B—A, AnB sont deux a deux
disjointes. On a donc :
p(AuB)=p(A-B)+pB-A)+p(AnB).

D’autre part :
A=(A-B)U(ANB) et (A-B)n(AnB)=g

B=(B-A)UANB) et (B-ANANB)=0

On a alors:
p(A)=p(A-B)+p(AnB)

pB)=p(B-A)+p(AnB)

En portant les valeurs p(A —B) et de p(B-A)dans (1),ona:
p(AuB)=p(A)-p(AnB)+pB)-p(AnB)+p(AnB)
d’ou:
p(AuB)=p(A)+pB)-p(AnB)

2. Soit A,Be P(Q) telsque AcB.Ona B=AU C‘é =AU(B-A)et A et B-A sont disjoints, donc :
p(B)=p(A)+ p(B—A)=p(A) (carp(B—-A)=0).

3. Q=AUA, donc .
Proposition 3.2 Soient (Q,.%#,p) un espace de probabilité et (A,),en UNe suite d’événements.

1. p( U An) < Y p(A,). Il n'y a égalité que si les événements A, sont deux a deux disjoints.
neN n=0

2. Silasuite (A,),en €St Croissante, c'est-a-diresi AgcAjc...cA,c.. alors p ( U An) = lim p(A,).
neN n—oo
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Démonstration :
1. NotonsA = U A, etpourneN, B, = U A et C, =A,nB;. Notons que les ensembles C, sont deux

neN O<k<n

a deux disjoints, de plus A = U C,, par conséquent p(A) = p ( U Cn) = Z p(Cp). Comme C, < A, alors
neN

neN n=0
P(An) 2 p(Cy). De ce fait plA) = X p(Cr)< 3 plAy).

2. Gardons les notations précédents. Onaici |J Cr= |J Ax =A, puisque la suite est croissante, donc on
. 0<k=n 0<k=n
peut écrire :

pA) = Y pC)=Y pCr+ Y p(Ch)
n=0 k

=0 k=n+1

= pAy+ Y p(Cp)
k=n+1

On en déduit que

Ip(A)—p(Ap)l =) p(Cr)—- ) p(Cp)
k=0 k=0

et I’ensemble de droite converge vers 0 quand n tend vers l'infini par la définition de la convergence d'une
série.
0

Remarque: Sila suite (A,)en est décroissante, c’est-a-dire si Ag 2 A1 > ... A, > ..., alors on peut montrer aussi

que p ( N An) = ’}LIglop(An).

neN
Dans la suite de chapitre Q) est un ensemble fini ou dénombrable et % = Z(Q).

Définition 3.3 Soit (Q, 2(Q), p) un espace probabilisé fini, posons Q = {a1,as,...,an}. On dit que les événements élémen-
taires sont équiprobables si tous les p({a;}) sont égaux.

Proposition 3.3 Soit (Q, #(Q), p) est un espace probabilisé fini tel que les événements élément aires soient
équiprobables. On a alors :

e VaeQ,p({a}) =1 oll n=cardQ.

cardA nombre de cas favorables

. b
e SiA={a; ,a;,,..,a; Q, plA)=== = -
@iy, @igy o @iy © 0 PA) = = TS = hombre de cas possibles

Démonstration: Ona Q={ai,as,...,a,}, donc:

1
1=p({ai1})+plag) +...+ p(a,}), dou Vi,p({ai})=;,

. 0

S |z

P 1
et p(A) = p(ai,,aiy,...,ai, P = Zp({ai}) =p.; =
=1

1

Exemples:

1. L’exemple déja étudier d'une partie de pile ou face trois lancers est un cas particulier ot1 les événements
élémentaires sont équiprobables.

2. Considérons le jet d'un dé a six faces numérotés de 1 a 6. Si le dé a une forme réguliere ( cube ) et s’il est
fait d’une matiére homogene, chaque numéro a la méme probabilité, c’est 2. Ce pendant on peut fabriquer
des dés ot le centre de gravité n’est pas a la méme distance de chaque face. Dans ce cas il faudra rejeter
I'hypothese d’équiprobabilité.

3. Sion lance un dé truqué comporte les numéros 6,1,2,3,4,5,6, dans ce cas Q = {1,2,3,4,5} mais les événements
élémentaires ne sont pas équiprobables : la probabilité de ” sortir 6 ” est le double de celle ” sortir 1 ”.
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3.3 Exercices résolus

Exercice 1 p est une probabilité définie sur 'univers Q = {w1,w2,ws, w4, ws,we}. Le tableau ci-dessous indique les probabili-
tés des événements élémentaires :

W] [ W3 [ W3 | Wq4 [ W5 | We
. 4 1 1 I
Pi | 75 | X 1 2 liz Y

Calculer x et y, pour que :
pliw1,w2,ws}) = 2p({ws, ws, we}).

On a d’une part :
4 1 1 1 19
—+x+-+—+—+y=1loux+y=—
15 4 12 12 60

d’autre part :
1 1 1 31 1
—+x+—-=2=+-—-+y) ou —+x=_-+2y
15 4 12 12 60 3
1

L’unique solution est 3 et
xXx=— = —
q 2076

Exercice 2 p est une probabilité sur I'univers Q. A et B sont deux événements tels que :

1 2 _ 1
p(A) = g,p(B)— = et p(ANB) = 6

Calculer p(AnB), p(AuB), p(BnA), p(AnB).
* AnB et AnB sont deux événements incompatibles dont la réunion est A, donc :

p(A)=p(AnB)+p(AnB),

d’ou: L1
PANB=5-5%%
e p(AUB)=p(A)+pB)-p(AnB),d’our:
p(AUB)=%
e p(BNA)+p(BNnA)=p(B),donc p(BnA)= %
e AnB=AUB,donc p(AnB)=1-p(AB) = %

Exercice 3 On lance deux fois de suite une piéce de monnaie. Déterminer I'ensemble Q pour ce jeu, puis Z2(Q) et indiquer
pour chaque partie de Q la probabilité associée.

Il est clair que Q ={P,F}x{P,F}={(P,P),(P,F),(F,P),(F,F) et Z(Q)=AUBuUCuUD, avec
A={2,0}

B ={(P,PYA(P,FL{(F,P)L{F,F)}}
C={@,P),(P,F)},{(P,P),(F,P}{(P,P),(F,F)},{(P,F),(F,P,{(P,F),(F, )L {(F,P),(F,Fl}
D ={(P,P),(P,F),(F,P)},{(P,F),(F,P),(F,F)},,{(F,F),(P,P),(P,F)}{(F,F),(P,P),(F,P)}}
On suppose que les deux dés ne sont pas truqués, donc, par équiprobabilité, on a :

card £

VE € #(Q), pE)= o1
d’ou:
p@)=0 et p(Q)=1

1
VEeB, p(E)=—
, p(E) 6

2
VEeC, p(E)=—
eC, p(E) 16

3
VEeD, p(E)=—
€ p(E) 16
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Exercice 4 Une urne contient 1 boule noire, 2 boules rouges, 3 boules vertes.

1. On préléve successivement et sans remise deux boules de I'urne et on note leur couleur. On suppose que tous les tirages
sont équiprobables. Quelle est la probabilité des événements suivants : A :" obtenir deux boules vertes " B :" obtenir au
moins une boule rouge " C : " obtenir deux boules de couleurs différentes ".

2. Mémes questions qu’au 1) On préléve successivement deux boules avec remise (la premiére est remise dans I'urne avant
le tirage de la deuxieme ).

3. Mémes questions, en supposant que I’on préleve deux boules simultanément.

Pour distinguer les boules de méme couleur, on suppose que les boules sont numérotées
N1,R2,R3,V4,V5, V.

1. Soit Q l'univers associé a ce premier type de tirage, donc cardQ est le nombre d’arrangements de deux
éléments ( les deux boules tirées ) d’un ensemble a six éléments ( six boules dans 1'urne ) donc

cardQ=A2=6x5 = 30.

e Pour que A soit réalisable il faut tirer deux boules vertes successivement et sans remise, l'urne contient
trois boules vertes, donc cardA=3 x 2 = 6.
D’ol: 6 1
A = — = —
pA)=g,=¢
» De méme p(B)=1-p(B), B:" aucune boule rouge ". Pour que B soit réalisable il faut tirer les deux boules,
successivement et sans remise, parmi les 4 boules N1, V4, Vs, V. donc cardB =4 x 3 =12
Dou 12 3
B)=1-pB)=1-—=—.
p(B) p(B) 30" E
e p(C)=1-p(C) avec C : " deux boules de mémes couleurs "
C = C1 UCy (réunion disjointe )

avec : C1 :" obtenir deux boules vertes " Cg:" obtenir deux boules rouge " donc cardC=2x1+3x2=8 et

8§ 11

C)=1-—=—
p(C) 30 15

2. Ici cardQ est le nombre d’application d'un ensemble de six éléments dans un ensemble a 2 éléments, donc
cardQ =62 = 36. i
De facon similaire, on trouve cardA=3 x 3 =9 et cardB=4 x4
Pour C, on a C =C;UCzUCj (réunion disjointe ) avec :
C1 :" obtenir deux boules vertes "
Cy : " obtenir deux boules rouge "
C3 "obtenir deux boules noires "

D’ou
cardC =cardCy +cardCy +cardC3=383x3+2x2+1x1=14
Ainst 9 1 16 5 14 11
A)=—="pB)=1-—=—, et p(C)=1-p(C)=1-—="—".
p(A) 36 4,p( ) 36-9 © p(C) p(C) 36" 18

3. On obtient exactement les mémes résultats qu’a la question 1); 'ordre des boules tirées n’intervient pas;
cardQ =% = 15, donc il y a 15 issues possibles dont 3 réalisent A, 6 réalisant B et 4 réalisantC.

Exercice 5 Est-il probable d’amener au moins une fois un six avec un dé en quatre coups que d’amener un double six au
moins une fois avec deux dés en 24 coups ? (On suppose que les dés ne sont pas truqués)

Avec un dé :
L'expérience consiste a lancer quatre fois un dé et a noter les numéros obtenus ; Q est 'ensemble

{1,2,3,4,5,6}4,

donc cardQ = 6. .
Soit A 1’événement : " obtenir au moins une fois 6 "; alors A = {1,2,3,4,5}*

donc cardA = 5 et p(4)=1-% =0.5177
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Avec deux dés (un bleu et un noir ) :
L’expérience consiste a lancer 24 fois les deux dés et a noter les couples (b,n) obtenus; b désigne le numéro obtenu

avec le dé bleu et n avec le dé noir. Il y a 62 = 36 couples possibles et cardQ = 3624. Soit B 'événement : " obtenir
au moins une fois un double 6"; cardB = 3524 donc p(B)=1- %Zi =0.4914

Conclusion :
Il est plus probable d’amener au moins une fois un six avec un dé en quatre coups que d’amener un double six au

moins une fois avec deux dés en 24 coups.

4 Probabilité conditionnelle

4.1 Définitions et propriétés

Proposition 4.1 Soit (Q, 2(Q),p) un espace probabilisé et B un événement de probabilité non nulle. la
p(ANnB)

p(B)
Lapplication :  p, : 2(Q) — [0,1] est une probabilité sur Q: C'est la probabilité conditionnelle sachant B.

probabilité de A sachant que B estréalisé estle nombre noté p(A/B)ou pg(A), donné par p(A/B)=

p(QnB) _p(B)

Démonstration: e Il est clair que p,(Q) = =——=1.
aue Py 2B pB

e VA, AlcQ,telsque AnA’'=pona:
pl(AnA)nBl pl(AnB)n(A'nB)] p(AnB) p(A'nB) _

AnA)= = = A A).
pr(ANnA’) >3 ) 2B) + 2(B) pp(A)+p,(A)

Exemple: On tire une carte d'un jeu de 32 cartes :

‘5 RIDJV 10 817
IR D[V ][I0 817
CITTIR|IDJIVI]I0 817
S |I[R[D|V]I0[9[8[7
On considére les trois événements :
e R:"tirer unroi'"
e T:"tirer un trefle"
e RNT :"tirer un roi de tréfle"
Ici cardQ =32 et s 1 1 BT 1
p(RN
TY=—=—, p(RNT)=— et ——— =—
pD=55=7 PRNDI=53 o(T) 8

On arrive maintenant a savoir, avant de découvrir la carte, qu’il s’agit d’un trefle. Dans ce cas l'espace des événe-
ments est Q' ={1,R,D,V,10,9,8,7} ( les huit cartes de trefle )

Donc tirer un roi dans ces conditions-la est un événement de Q'. C’est tirer un roi sachant que 1’on tiré un trefle.
Cet événement est noté R/T et p(R/T) = %

. _ p(RNT)
On a bien p(R/T) = T

Remarques : o Il est parfois aisé de déterminer p(A/B). On peut alors déduire P(A N B) en écrivant P(ANB) =
P(A/B) x P(B).
¢ De méme, si P(A) # 0,P(ANnB)=P(B/A) x P(A).

Proposition 4.2 Soit A et B deux événements d’'un espace probabilisé  (Q,2(Q),p) tels p(A) #0 et p(B) #0,
il y a équivalence entre les propriétés suivantes :

1. P(A/B)=P(A)

2. P(AnB)=P(A)x P(B)

3. P(B/A)=P(B).

4.2 Formule des probabilités totales

Définition 4.1 Soit A1,As,...,A, des événements d'un espace Q. On dit que A1,As,...,A, forment une partition de Q si :
1. Vie{l,2,...,n}, A; # @.
2. Vi, jel{l,2,..,n}, sii#jalors A;nA; =9.
3. AjUAguU..UA, =Q.
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Exemple : Dans une urne on dépose 7 boules rouges, 4 boules noires et 2 boules vertes. On tire successivement
deux boules sans les remettre dans 1'urne. Pour i =1 ou 2, on note : R; I'événement " tirer une boule rouge au "¢

tirage " N; 'événement " tirer une boule noire au i®™ tirage " V; I’événement " tirer une boule verte au i°™° tirage
"Ona:

* Ri#9¢, N1#9, Vi#9

e RinN1=¢, VinR1=¢, NinV1=¢.

e RiUN1UV1=Q

e N1,V1,R1 forment une partition de Q.
De méme N3, Vs, Ry forment une partition de Q.

Proposition 4.3 (Formule des probabilités totales)Soit A un événement d’'un espace probabilisé  (Q, Z(Q),p)
et Aj,Ag,..., A, des événements formant une partitionde Q. Alors :

p(A) =) p(A/A;) x p(A)).
i=1

Démonstration: Ona:

p(A) p(ANQ) car AcQ
= p(An(A1UAsU...UA},)
= p((ANnADUANADU...UANA,))
= p(AnA)+p(AnAg)+..+p(AnAy)) car Aj,Ag,...,A, sont deux a deux disjoints
= p(A/A1) xp(A1)+...+ p(A/Ap) x p(An) car p(AnB)=p(A)x p(B).

O

Exemple : Un individu est choisi au hasard dans une population possédant la proportion p €]0,1[ de tricheurs.
On fait tirer une carte d"un jeu de 52 cartes cet individu et on admet que si cet individu est un tricheur il est sur de
retourner un as. Quelle est la probabilité que cet individu retourne un as?

Soit T' I'événement " I'individu choisi est un tricheur ", et A 1'événement " I'individu retourne un as ".
Ona: _
Q=TuT,

ainsi :
pA) = p(MpA/T)+p(T)p(A/T)
1
= pl+(l_p)ﬁ

1+12p
13

_ 1
(p(A/T) = 5 si I'individu ne triche, il 4 chances sur 52 de retourner un as )

Proposition 4.4 (Formule de Bayes) Sous les mémes conditions de la proposition précédente, si d e plus
p(B)>0, on a, pour tout entier %€ {0,1,...,n}, l'identité :
(B/AL) x p(Ar)
p(Ay/B) = T PR
Y. p(B/A;) x p(A;)
i=1

Démonstration: Vke€{0,1,...,n}, on peut écrire :

p(BNApg)
p(B)
Pp(B/AL)p(Ag)
fipwm»xﬂA»

1=

p(Ar/B)
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Exemple : Un maitre et son éléve tirent a 1’arc sur une cible. La probabilité pour que l'arc aille a 1’éleve est 0.8;
dans ce cas, la probabilité que la fleche aille au but est 0.5. Par contre, si la fleche est tirée par le maitre, la probabilité
de succes est 0.7. Une fleche part au but; quelle est la probabilité qu’elle ait été tirée par le maitre ?

Notons :

A” I'arc va au maitre ”

B ” la fleche va au but ”

Donc la probabilité demandée est la propbabilité conditionnelle p(A/B).

p(Ba)p(A)
p(B/a)p(A)+ p(B,z)p(A)

p(Ap)=

0.7x0.2
Ap)= —0.2592.
PAB) = o 02T 05%08

5 Indépendance

Soit A et B deux événements de probabilités non nulles. Remarquons que si la réalisation de I’'événement B (p(B) #
0) n’agit pas sur la probabilité de la réalisation de 1’événement A (p(A) # 0), c’est a dire p(A/B) = p(A), alors la
formule des probabilités composées devient :

p(AnB)=p(A)x p(B)

Définition 5.1 Deux événements A et B d'un espace probabilisé (Q2, Z(Q), p) sont dits indépendants si p(ANB) = p(A) x
p(B).

Remarques :
1. L'indépendance est une relation symétrique entre les événements.
2. Si p(A) =0 ou p(B) =0, les deux événements sont indépendants (p(A N B) = p(A) x p(B) =0).

Exemples :

1. On tire une carte d'un jeu de 32 cartes. On considére les trois événements :

R :"tirerunroi”

T :" tirer un trefle "

RNT:"tirer un roi de trefle "

Les événements R : " tirer un roi " et T': " tirer un trefle" sont indépendants, en effet :

1 1 1
. . -
p(R) 3’ p(T) 1 et p(RnT) 35’

donc
p(RNT)=p(R)xp(T).
Autrement dit, savoir ou non que T est réalisé n’intervient pas dans la probabilité de R.

2. Considérons les différentes répartitions possibles des sexes des enfants d’une famille ayant n enfants.

Considérons l'événement M :” la famille a des enfants de deux sexes ” et I'événement F : ” la famille a au
plus une fille ”.

Notons F , 'ensemble de ces répartitions. cardf , =2".

Cas:n=2
Fo={(G,3),(G,F),(F,Q),F,F)
Alors
M ={G,F),(F,G}LF ={(G,G),(G,F),(F,G)} et MNF=M
d’ou
P =2=2 p)=2, pnm) =2
Ainsi p(M N F) # p(M).p(F), donc M et F ne sont pas indépendants dans ce cas.
Cas:n=3

On a dansce cas:

Fs={G,G,6),G,G,F),G,F,F),F,G,F),F,G,G),F,F,G),G,F,G),(F,F,F)}
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M ={G,G,F),G,F,F),(F,GF),F,GG),F,F,G),GF,G)
F={G,G,0,@G,G,F),(F,G,G),(G,F,G)

MnF ={G,G,F),F,G,G),G,F,G)}

6 3 4 1 3
=== F:—:— F:_
p(M) 3= 71 p(F) 5= pMnF) 3

Dans ce cas p(M NF) = p(M).p(F). M et F sont indépendants.

Exercice 6 Montrer que , pour n >3, M et F ne sont pas indépendants.

Proposition 5.1 Soient A et B deux événements d’'un espace probabilisé (Q,2(Q),p). Si A et B sont indé-
pendants, alors A et B sont indépendants. De méme pour les événements A et B et pour les événements
AetB.

Démonstration: Ona A =(AnB)U(AnB) et cette réunion est disjointe, d’ou

p((AnB) p(A)-p(AnB)
= p(A)-p(A).p(B)
= p(A)1-p(B))

= p(A).p(B)

donc les événements A et B sont indépendants, et par symétrie A et B sont aussi indépendants. Comme B et A
sont indépendants. alors B et A sont indépendants. a

Définition 5.2 Soit (Ap)1<p<n une suite finie d’événements d'un espace probabilisé (Q2, 2(Q), p). On dit que les événements
A1,A,..., A, sont mutuellement indépendants si pour toute suite finie A;,,A;,,...,A;, d’événements distincts, ona :

p(Ai1 ﬂAiZ N... ﬂAik)Zp(Ail).p(Aiz) ..... p(A)ik

Remarque : Siles événements Aq,As,...,A, sont mutuellement indépendants, alors ils sont indépendants deux
a deux, mais la réciproque est est fausse en général. Voici un contre exemple.

Exemple : On lance deux dés non truqués dont les résultats sont notés a et b. Considérons les événements sui-

vants A = {a pair }, B = {b impair } et C = {a et b de méme parité}. On a : p(4) = p(B) = p(C) = % et p(ANB) =
1 1

p(AnC)=pBnC)= 1 donc A,B et C sont deux a deux indépendants, mais p(ANBNC) =0 # 3 : A,B et C ne sont

pas mutuellement indépendants.
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