Chapitre 25
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1 Loide probabilité d'une variable aléatoire

1.1 Variables aléatoires
Définition 1.1 On appelle variable aléatoire réelle ( en abrégé v.a.r ) toute application de Q dans R.

Notations :
Soit X une variable aléatoire réelle de Q dans R :

1. X 1(x) = {w € /X (w) = x} se note (X =x).

2. X 1(a,+o0l) = {w € Q/X(w) > a} se note (X > a).

3. X Ya,b]) = {we QVa < X(w) < b} se note (a <X <b).
4. X 1(]-00,a)nX1(]-o0,b]) se note (X <a,X <b).

Exemples :
1. On lance une piece de monnaie, l'univers associé a cette expérience est Q = {P,F}, soit X la variable définie
par X({P}) =1 et X({F}) =0, alors

1
p(X:O):p(X:l):§
2. Soit une urne a deux catégories contenant des boules blanches en proportion p et des boules noires en propor-

tion 1—p. On tire de cette urne n boules avec remise, a chaque tirage w de n boules on peut faire correspondre
le nombre X (w) des boules blanches obtenues. Dans ce cas on a X(Q) =[0,n].
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3. Un tournoi de football se joue entre quatre équipes. Chaque équipe doit rencontrer une fois et une fois

seulement les trois autres. A chaque match, on attribue 2 points a I’équipe gagnante, 0 point a 1’équipe
perdante et 1 point a chaque équipe s’il y a match nul.
Soit X le nombre de points marqués par une équipe donnée a la fin du tournoi. Ici

X()=1{0,1,2,3,4,5,6}.

1.2 Loi d’une variable aléatoire
Proposition 1.1 ( et définition ) Soit X une v.a.r définie sur (Q, 2(Q), p), alors I'application :

px: X@Q —  [0,1]
a — pX=a)
est une probabilité sur X (Q), s’appelle la loi de probabilité de  X. On dit aussi que la v.a.r X suit la loi de
probabilité px.

Démonstration: «Ona:
XQ=JX=0a

a€el)

donc
px(X(Q)=) p(X=a)=1

aeQ)
« Soient B et B’ deux parties disjointes de X(Q), donc ils existent deux parties disjointes A et A’ de Q tels que :
X(A)=BetX(A')=B’', donc:

px(BUB)

p( U Xza)
a€BUB’
= p(AUA))
= p(A)+pA)
= pX 1A+ pX~1A))
= px(B)+pxB)
0

Exemple: Un sac contient six jetons : deux jetons portent le numéro 1; trois portent le numéro 2; un jeton porte

le numéro 3. . . .

On suppose que les jetons ont méme probabilité d’apparition.

On tire simultanément trois jetons du sac. Soit X la v.a.r associée a la somme des nombres portés par les jetons
tirés.

Déterminer la loi de X. ) ) ) ) ) )
L’'univers Q associé a cette épreuve est 'ensemble des parties a trois éléments (jetons) parmi les six que contient le
sac.

D’ou :
cardQ = Cg =20
On peut avoir des types d’éventualités suivants :
{1,1,14,{1,2,2},{1,1,3},{1,2,3},{2,2,2},{2,2,3}

Donc X prend les valeurs : 4,5,6,7, ¢’est-a-dire X(Q) = {4,5,6,7}.

C2Cl 3

X =4 273 _ 2

PX=D 20 20
CiC2+C2Ct 7
x=5 = 223771 1
PX=5) 20 20

1P1p1, 3

e L LR 7
20 20

C2Ct 3

X=7 = -31_°

PX=T) 20 20

La loi de probabilté de X se résume dans le tableau suivant :

e T3 6T
p(X =x;) 53 | 20 | 206 | 20
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2 Caractéristiques d’une variable aléatoire

2.1 Fonction de répartition

Définition 2.1 Soit X une v.a.r définie sur un espace probabilisé (Q, (Q), p), on appelle fonction de répartition de de X la
fonction numérique Fx définie sur R par :
VxeR,Fx(x)=p(X <x)

Exercice 1 Un sac contient 3 boules rouges et 3 boules vertes. On tire une a une les 6 boules du sac (sans remise)
Soit X la v.a.r qui a chaque tirage des six boules associe le nombre de boules vertes tirées avant I'apparition, pour la premiere
fois, d’une boule rouge.

1. Quelles sont les valeurs prises par X ?
2. Quelleestlaloide X ?
3. Définir la fonction de répartition de X.

1. Le résultat de cette épreuve est une permutation des 6 boules et, si on désigne par Q 1'univers des éventuali-

tés, alors :
card Q2 = 6!

Il est évident que X(€) =1{0,1,2,3} ( car la premiere boule rouge peut apparaitre au 1 tirage ( alors X = 0),
ou au 2™ tirage ( alors X = 1), ou au 3°™¢ tirage ( alors X = 2) ou au 4°™* tirage (alors X = 3))

2. p(X =0)=p(Eo)
E( étant I'événement constitué des permutations des 6 boules du sac ot une rouge figure en premiére posi-

tion, donc
cardEg = [3%5!

(C est le nombre de choix de la boule rouge tiré la 1° fois, 5! est le nombre de permutations des 5 autres
boules ), alors :
(35! 1
X =0)= =_ ==
n( )= =3
pX =1)=p(E1)
E; étant ’événement constitué des permutations des 6 boules du sac ot figure une verte en 1¢” position, et
une rouge en deuxiéme position, donc

card E; = C3Ci4!

(C} pour la verte tiré la 1° fois, C} pour la rouge tirée la 2° fois, 4! est le nombre de permutations des quatre
autres boules ), donc :
CiCiar 3

6 10

pX=1=

p(X =2)=p(E?)
E9 étant I’événement constitué des permutations des 6 boules du sac ot figurant une verte en 1¢” position,
une verte en 2° position et une rouge en 3° position, donc

cardEo = A2(33!

(A2 correspondant aux arrangements des deux boules vertes figurant en 1 et 2 positions, C} correspond a la
rouge tirée la 3° fois, 3! est le nombre de permutations des trois autres boules ), donc :

201
A3033! 3

X=2)= = —
PX=2)=—6—=255

p(X =3)=p(E3)
E3 étant I'événement constitué des permutations des 6 boules du sac ot1 figurant les trois vertes suivies des
trois rouges ), donc cardE3 = 3!3!

(3! désignant le nombre de permutations des trois boules vertes ou des trois boules rouges ), on a:

3131 1
X=2)= —=—
PE=2=6" =%
La loi de probabilité de X est résume dans le tableau suivant :
EEXQ) O T 2 3
pPX=k |53 |1 |10

Cours de Mathématiques MP 3/20 Rédigé par: M.Tarqi
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3. Fonction de répartition de X. Soit x € R

Théoreme 2.1 Soit X une v.a.r. et soit Fx sa fonction de répartition. Alors

Six<0,Fx(x)=0
Sixel[0,1[, Fx(x)=p(X =0)= %

Sixel[l,2], X=x)=(X=0)u(X =1) (réunion disjointe ) donc:

8
Fx(x)=p(XSx)=p(X=0)+p(X=1)=E

Sixel2,3] X =x)=(X=0)U(X =1)U(X =2) (réunion disjointe ) donc:

19
Fx(x)=pX=x)=pX=0)+pX =1)+p(X =2)=—

20

Sixe[3,+00] X =x)=(X=0)uX =1)UX =2)U(X =3) (réunion disjointe )donc :

20
Fx(x)=pX =x)=p(X =0)+p(X =1+ p(X =2)+p(X =3) = 20 1
D’o’'u
0 si x<0
é si xel0,1]
Fx(x)= E si x€l[l,2[
55 st x€[2,3[
1 si x=3
Fx(x) ,
1 _D_
C—
0.5 [r—
1 0 1 2 3

La courbe représentative de Fx

suivantes :

1.

Fx est une fonction croissante ( au sens large ).

2. Fx est avaleurs dans [0,1].
3.
4. Fx ades limites a gauche en tout point, et

Fx est continue a droite en tout point de R.

Fx posséde les propriétés

xlir(rll_ Fx(x)=Fx(a")=pX <a)<pX <a)=Fx(a),

ol (Fx(a™)= lim Fx(x)).

x—a
lim Fx(x)=0et lim Fx(x)=1.
X——00 Xx—+00

Va,beR,a<b,Pla<X <b)=Fx(b)-Fx(a)

. VaeR,p(X =a)=Fx(a)-Fx(a™).

Cours de Mathématiques MP 4/20
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Démonstration :

1.
2.
3.

2.2

Six=y,]-o00,x]1c]l—00,y] d’olt Fx(x)=Px(]—00,x]) < Px(]1—o00,y]) = Fx(y).

Pour tout x € R, Fx(x) est la probabilité d'un ensemble.

Soit x € R. On veut montrer que lim Fx(y) = Fx(x). Comme Fx est croissante, il suffit de montrer que
y—xt

=Fx(x).

1

lim Fx (x + =

n—1 n
1

En effet, supposons que Fx (x + —) tend vers Fx(x) quand » tend vers +oo. Alors pour tout ¢ > 0, il existe
n

1

n’

N >0 tel que pour toutn= N, Fx(x)< Fx

x+—| < Fx(x"). Comme Fx est croissante, pourtoutx<y=x+
n

Fx(x)<Fx(y)<Fx (x+1) <Fx(x"). Donc lim Fx(y)=Fx(x).
y—at

1
—00,x + —
n

1 1
Remarquons que Fx |x + —) =Px (] —00,x + — ) La suite d’intervalles est décroissante, la proba-
n n

bilité Px vérifie donc

1 1
lim Px (]—1,x+— =PX( M |—ocox+ = )=Px(]—oo,x])=FX(x).
n—+oo n n€N* n
1 . . , 1 , . . .
Considérons cette fois la suite d’ensembles |—oo,x — —|. C’est une suite croissante d’intervalles. On a donc
n

1
lim Fx (x - ;) = Px(]—o00,x[). (Alors que Fx(x) = Px(] —o00,x]).) Comme Fx est croissante, on en déduit que

n—oo

Fx admet Px(] - o0o,x[) < Fx(x) comme limite a gauche en x.

Remarquons que l'existence de la limite découle immédiatement du fait que si y < x l’application y — Fx(y)

est croissante et majorée par Fx(x).

Ona @ = N ]-o00,—-n]. Le méme raisonnement que ci-dessus donne lim Fx(-n)=0. Comme Fx est crois-
neN* n—oo

sante, ceci implique (vérifier!) que Jim Fx(x)=0. Pour la limite en +oo considérer les intervalles ] —oo,n].

——00

. Sia<b,onal-o00,b] =]-00,alula,b] ( réunion disjointe ), donc Fx(b) = Fx(a)+P(a <X <b).

1
a——,a| ={a},

1
a——<Xsa).Or N
n

neN*

1
D’apres ce qui précéde, on a pour tout n e N*, Fx (a - —) =Fx(a)+P
n

donc p(X =a) :nh}c}op (a— % <X§a), d’oll p(X =a)=Fx(a)-Fx(a™).

Espérance mathématiques (1la moyenne )

Définition 2.2 Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé fini (Q2, 2(Q), p) avec X(Q) = {x1,%2,...,Xn}.
On appelle espérance mathématique de la v.a.r X le nombre noté E(X), défini par :

EX)= inp(X =x;)
i=1

Proposition 2.1 Soit X une v.a.r et U une fonction de R dans R, définie sur Dx.Ona:

EUX) =) Ulxj)pX =x;)
i=1

avec X(Q)={x1,x9,...,xn}.
En particuliersi Y =aX +b, alors E(Y)=aE(X)+b.

Définition 2.3 Soit X une v.a.r, on pose Y =X —E(X). Y s’appelle la v.a.r centrée associée @ X, on a E(X) =0.
De maniere générale si E(X) =0, X est dite centrée.

Cours de Mathématiques MP 5/20 Rédigé par: M.Tarqi
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2.3 Variance et Ecart-type

Définition 2.4 Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabilisé fini (Q, 2(Q), p) avec X(Q) = {x1,x2,...,xp}.
» On appelle variance de la v.a.r X le réel noté Var(X), défini par :

Var(X) =Y [x; - EX)P*p(X = x;)
i=1

» On appelle écart-type de X le nombre o(X) défini par :
o(X) = VarX)

Remarques :

n
1. La variance est un nombre positif car Var(X) = Y [x; - E(X)*p(X = x;), ’est la somme de produits positifs
i=1
[x; —EQOP et p(X = x;).

2. La variance peut étre calculer autrement, en effet :

n

Var(X) = Y [x;—EX)Pp(X =x;)
=1
= Y [a?-25,EX)+EXX)Ip(X = x;)
=1
= x?p(szi)—ZE(X) xipX =x)+E2X)Y p(X =x;)
i=1 i=1 i=1
= EX%»-2E%X)+E*X) car (Z p(X =x;)= 1)
i=1
= EX»-E*X)
d’olt:
Var(X) = E(X%) - EAX)|
Proposition 2.2 Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace probabil isé fini ( Q,Z(Q),p) et a,b

des réels, alors :
Var(aX +b) = anar(X) et o(aX+b)=|alo(X).

Démonstration: Ona d'une part:

Var(@X +b) = El@X+b)%1-E%aX +b)
= a’E(X?)+2abE(X)+b? -a’E%(X)-2abE(X)-b?
= d’[E(X?)-E*X)]
= a*Var(X ),
et d’autre part :
g@X+b) = +/Var(aX+b)
= Va2Var(X)
= JalvVar(X)
= J|alo(X).
0
. L X-EX) , . L,
Définition 2.5 La variable aléatoire Y = X est appelé la variable centrée-réduite associée i X.

Proposition 2.3 La moyenne d’une v.a.r centrée-réduite Y est nulle et sa variance est égale a un, de méme
E(Y?)=1.

Cours de Mathématiques MP 6/20 Rédigé par: M.Tarqi
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. . _(X-EX)\_ 1 _ 1 ~ ~
Démonstration : 2 EY) —E( ) ) = o(X)[E(X) EEX)]= o(X)[E(X) EX)I=0
e Var(Y)= (L) Var(Y)=1 (car Var(Y) = c2(Y))
a(X)
eVar(Y)=1=E(Y?-E%(Y)=1>EY?=1. i

Exemple: Dans 'exemple précédent, exercice 13, ona:

EX) = ) kpX=k)
keX(Q)
= 0><l+1><£+2><i+3><i
2 10 20 20
_ 3
4
EX?% = Y EpX=k)
keX(Q)
= 02><1+12><i+22><i+32><i
2 10 20 20
_
© 20
Donc )
27 (3 63
Var(X)=EX? - (E(X 2:——(—) =—
ar(X) = E(X*) - (E(X)) 20 |z 30
et
0(X)=vVar(X)=0.88741.
X-EX 54X -3
La variable Y = X EX) =1/= est une v.a.r centrée réduite.

o(X) 7 3

2.4 Inégalité de Bienyamé-Tchebychev

Proposition 2.4 Soient X une v.a.r sur un univers Q fini, m sa moyenne et ¢ son écart-type. Alors, pour

tout nombre réel strictement positif ¢ :
2

p(X -ml=e)< .
&

Démonstration: Nous savons que :

o2 = Var(X)
= > X(x;))-m)Pp(X =x;) avec Q={x1,x9,...,%n}
x;€Q
On pose :
Q=X-mlze={x; €Q/|X(x;)—m| =&}
alors
o = Y X@x)-mPpX =x;)
xieQ
> £2p@Q)pX =x;)
> 2pQ)=e*p(IX -ml=¢)
d’ou

2

o
p(X —m| 28)5—2
€

Cours de Mathématiques MP 7/20 Rédigé par: M.Tarqi
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Remarque : En considérant I'événement contraire Q'C, nous obtenons l'inégalité suivante :

2
P(IX—m|<6)21—U—2
€

2 2
En effet, 1- p(Q')>1— Z—Z Cest-a-dire p(X —m| <e)=1- Z—Z Q€ =X —ml<e).
3 Lois usuelles

3.1 Loiuniforme

Soit X une variable aléatoire sur un univers Q avec X(Q) = {x1,x9,...,%,}
Définition 3.1 On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur X(Q) et on écrit X — U, si p(X =x;) = —.
n
Ona:
E(X)z—in et Var(X)z—in—E X)
ni=1 nia

Cas particulier :
Si X(Q)=(1,2,...,n}, alors la loi de X peut étre facilement résumée par :

1
e PX=x;)=—,i=1,2,..,n
n

n+1

e F(X)= ——

X) 22
-1

-Var(X)zn
12

3.2 Lois de tirage avec remise
3.21 Loide Bernoulli

Définition 3.2 On dit qu’une variable aléatoire X est une v.a.r de Bernoulli si elle ne prend que deux valeurs 0 et 1 avec
des probabilités non nulles. On dit X suit la loi de Bernoulli de paramétre p et on écrit X — B(1,p)

Exemple : On lance une piece de monnaie ot la probabilité d’amener pile est notée p €]0,1[. La v.a.r X définie
par X =1si le résultat est pile et X = 0 sinon. X est une v.a.r de Bernoulli.

Proposition 3.1 Soit X — B(1,p), alors

EX)=01-p)+1p=p et V(X)=0-p*1-p)+1-p)?p=pl-p)=pq.

3.2.2 Loi binomiale ( Schéma de Bernoulli)

On dispose d’une urne qui contient deux types de boules, des noires et des blanches par exemple.

Dans cette urne, la proportion des boules blanches est p, celle des noires est ¢ =1 - p.

Chaque fois que 'on tire une boule, on la remet dans I'urne. On a, a chaque tirage, la probabilité p(B) de tirer une
boule blanche est p(B) = p et celle de tirer une boule noire est p(N)=¢=1-p.

Cette situation illustre ce qui porte le nom de schéma de Bernoulli :

Définition 3.3 Une épreuve donne lieu a deux issues possibles B ( succes) et N (échec). La probabilité du succés est p et celle
d’échec est g = 1— p cette épreuve est exécuté n fois.

On dit qu’on a confronté a un schéma de Bernoulli caractérisé par les nombres n (nombre d’épreuves) et p ( probabilité de
succes a chaque épreuve )

Cours de Mathématiques MP 8/20 Rédigé par: M.Tarqi
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3.2.3 Univers associé a un schéma de Bernoulli

Soit un schéma de Bernoulli de parametres n et p. Chaque série de n tirages peut étre résumée par une liste de n
lettres, chacune étant B ou N.
Il'y a donc 2" listes possibles qui sont les événements élémentaires.

Proposition 3.2 Un schéma de Bernoulli de paramétres  n et p donne lieu & un univers  Q, ayant 2" éléments.

Soit X la variable aléatoire qui donne le nombre de boules blanches obtenues a la fin de ces n tirages. Nous avons :
X(Qn) = {0, 1, ,n}

Théoréeme 3.1 Dans un schéma de Bernoulli de paramétres  n et p , étant donné k& entier compris entre 0 et
n, la probabilité de I'événement (X = k) est B2 p*(1 - p)»~*.

Démonstration: En effet: L'événement (X = k) est formé de 0% événements élémentaires. Etudions, par exemple,
I'événement élémentaire B...B N...N Chaque tirage d'une boule est indépendant des autres, il vient alors p(B...BN...N) =

k fois n—k fois
p..p q..q =p*1-p*
S~~~

k fois n—k fois
D’autres part les C* événements élémentaires qui constituent (X = k) ont la méme probabilité, car le nombre de
lettres B est le méme dans tous les cas. Seul ’ordre qui change, c’est-a-dire

P(X =k)=Ctp*(1-p)"*.
O

Définition 3.4 étant donné un schéma de Bernoulli de parametres n et p, la probabilité, sur 'univers Q,, qui lui est associé,

définie par p(X = k) = Ckp*(1— p)** porte le nom de la loi binomiale. On la note %B(n,p) et on dit que X suit une loi
binomiale de parametres n et p . On écrit X — B(n, p)

Exemple : Supposons que dans des conditions normales de fonctionnement, la quantité de pieces défectueuses
usinées par une machine est 1%.

En considérant que la machine est bien réglée, le nombre X de pieces défectueuses dans une caisse de 100 pieces,
suit la loi 8(100,1072).

La probabilité pour qu’il y ait moins de 2 pieces défectueuses dans la caisse est donc :

1-p(X<2) 1-pX=0)-p(X=1)

1-09,,0.01%1-0.01)1%° -1 0.011(1-0.01)*

1-0.991%0 _.99%
0.26424

Exercice 2 Dans un groupe de 100 personnes, quelle est la probabilité pour que 2 personnes exactement soient nées le méme
jour?

On suppose que :

« La probabilité de naissance est le méme toute I'année

« Il y a indépendance entre les naissances.

¢ I n’y a pas d’anniversaire le 29 février ( On ne tient pas compte des années bissextiles )

Pour un jour donné, & chaque individu, on associé une v.a.r de Bernoulli égale a 1 si son anniversaire, 0 sinon.

1
Le nombre de personnes nées ce jour la est donc une variable binomiale X —£(100, p) avec p = 365"

La probabilité cherchée est donc :

p(X =2) C2,,p%(1-p)*®
100x99(i)2(1_i)98
2 365 365

0.0284

Proposition 3.3 Soit X — %(n,p), alors E(X)=np et V(X)=npq.

Cours de Mathématiques MP 9/20 Rédigé par: M.Tarqi
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Démonstration: e Par définition, on a :

EX)=)Y kp(X =k)=) kCip*(1-py* =Y kCip*1-py*
k=0 k=0 k=1

(le 1°F terme est nul ) et

B n'
KL = (k-1 (n—Fk)!
donc
— - (n-1)! k=11 _ . \n—k
B =n pk;(k—m(n—k)!p (1-p)
n-1 -1 . .
— np (n ) pl(]_ _p)n—l—l

= iln—i—1)

np(p+1-py"t
np

» On peut écrire :

EXX-1)+EX)-E%X)
E(X(X -1))+np—-n?p>

Var(X)

Calculons E(X(X - 1)).

EX((X-1) f k(k - 1)Lk p*(1 - p)n*

k=0

n
= Y k(k-1C%p*(1 - p)"*(les deux premiers termes sont nuls)
k=2

mais
k(k - 1)CE = n(n—1)CF 2

donc

EX(X-1)

n(n—1)Y CE2pk(1 - pyi*
k=2
= n-1p? Y Ct=2p*21-p)y~*
k=2

n-2 . . .
= n(n-1)p? Y Eﬁl_Qpl(l—p)(”"m_’ (avec i=k-2)
i=0

= n-p*(p+1-p)?
= n(n- l)p2

Var(X) =E(X(X—1))+np—n2p2 =n(n—1)p2 +np—nzp2 =npq
O

Exercice 3 Un dé tétraédique a ses quatre faces numérotées 1,2,3,4. Soit p; la probabilité pour que le dé repose sur la face
numeérotée i aprés un lancer (i = 1,2,3,4). On donne :

1 7 11 5
P1=_5,P2=5,,P3= _’4: q10

12 36 36 12
Soit X la v.a.r qui associe 4 un jet de ce dé la somme des nombres portés sur les faces visibles. On lance le dé 5 fois de suite.
Quelle est la probabilité pour que I'événement A ” X est pair ” se réalise
a) deux fois exactement ?
b) au moins une fois ?
c) au plus une fois ?
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3.3 Loi hypergéometrique

On considere une urne qui contient N boules, N, boules blanches et N, boules noires, avec p la proportion des
boules blanches et 1 - p celle des boules noires.

Définition 3.5 On considere 'urne précédente, on tire n boules de cette urne, sans remise, et on appelle X la v.a.r égale au
nombre de boules blanches obtenues et on dit que X suit une loi hypergéometrique de parameétres N,n et p. Nous écrivons
X —S(N,n,p)

i E}Ii/ ij’v’k
Proposition 3.4 Si X — S(V,n,p), alors X(Q)c[0,n] et Vke[0,n] p(X =k) = %

N

: N-
Proposition 3.5 Soit X — (N, n,p), on a E(X)=np et V(X) = nqu—’i.

Bk xCnk
Remarque: On montre que % tend vers C% p*(1 - p)"~* quand N tend vers +co. On dit que X converge en

N
loi vers une variable binomiale de parametres n et p.
Si N est assez grand, on peut, dans un calcul de probabilité, remplacer la loi hypergéometrique S(N,n,p) dé-
pendant de trois parametres par la loi binomiale %(n, p) qui ne dépend que de deux parameétres n et p. Dans la
pratique, on admet que cette approximation est satisfaisante lorsque N > 10n.

4 Couple de variables aléatoires

4.1 Lois marginales

Soit (Q, 2(Q), p) un espace probabilisé fini et C = (X,Y) un couple de variables aléatoires, nous noterons :
o X(Q)={x1,x2,....,0,} et Y(Q) ={y1,¥2,...., ym}-

* pij =p((X =x;)n(Y =y;))), pour (i,7) €[[1,n] x [1,m]l.

e pi. =p(X =x;), pourielll,n]l.

e pj=p¥ =y;),pour jelll,mll.

Définition 4.1 Soit C = (X,Y) un couple de variables aléatoires.
1) L'application
p: XQ)xY(€Q) —  [0,1]
(xi,¥5) — pij=p((X =x)n{Y =y;))

s’appelle la loi conjointe du couple C =(X,Y)
2) L'application
p.: X - [0,1]
xi = pi=p(X=x)

s'appelle la premiére loi marginale du couple C = (X,Y) (c'est tout simplement la loi de X)
3) L'application
p.: Y - [0,1]
yi = p;j=pX =y))

s’appelle la deuxiéme loi marginale du couple( c’est la loi deY)

Représentation matricielle des lois de C=(X,Y)

x\¥ Y1 | y2 [ e | e ym | Loide
x1 D1t [ Pio Dim DL
X3 Po1 | P22 Pom D2
Xn DPnl | Pn2 Pnm Dn-
LoideY | p1 | pao Pom 1
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Exemple : Une urne contient 4 boules blanches et 3 boules noires. On tire successivement 2 boules de 1'urne.
Nous noterons X la v.a.r prenant la valeur 1 si la premiére boule tirée est blanche et 0 sinon. Nous définissons de
méme la v.ia.r Y concernant le tirage de la deuxiéme boule. 1¢" cas :Tirage avec remise 2°cas : Tirage sans remise

< \Y 0 | 1 [|LoideX x\Y 0] 1] LoideX
0 I 3 0 T2 3
29 | 39 7 717 7
1 12 16 4 1 2 2 4
49 | 19 7 7|7 7
LoideY | 5 | 7 1 LoideY [ 2| 7 1

Théoreme 4.1 Soit € =(X,Y) un couple de variables aléatoires. Alors les lois marginale s du couple sont
données par :

e VxeX(Q), pX =x)=) p(X =x,Y =y)).
j=1

¢ VyeY(Q), p(¥ =y)=) p(X=x,Y =y).
i=1

¢« ) Y p(X=x;,Y=y;)=1.
i=1j=1

Démonstration: e Vx € X(Q), on peut écrire :

X=x) = (sz)m(UY =y,)
=1
j=m
= U X =u%;,Y =yj)(réunion disjointe)
=1

pX =x)=p(UX =x,,Y =y;)= Zp(X =x,Y =y;).
j=1 J=1

¢ De méme, on montre que :
n

VyeY(Q),pY =y)= Zp(X =x;,Y =y).
i=1

eOna:VvVi=12,.,n

m n n m
p(X:xi): Zp(X:x,Y :yj)ﬁ]_:Zp(szi):Z Zp(X:x,Y:yj).
i1 =1 i=ij=1

Remarque: Le théoréme peut s’écrire sous la forme :
m

e Vielll,nll, p;. = ¥ pij.
Jj=1

eVjell,ml, p;= leij
L4 Z Z Pij= 1.
i=1j=1
4.2 Lois conditionnelles
Soit € =(X,Y) un couple de variables aléatoires, avec:
X(Q) = {xl,xQ,---,xn}et(Q) = {y1’y2>""ym}
pij =p((X =x)n(Y =y;)), pour (i,7)€[1,n]lx[1,mll

pi. :p(X = xi)’ pour i€ [[15n]]
p,;=p(Y =y;), pourjell,mll
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Si p(Y =y;) #0, on peut considérer les nombres

(X =x)nY =y,)) _bpij
p(Y =y;) p.j

pX = xi/Y:yj) =

De méme si p((X =x;) # 0, on peut considérer les nombres

(X =x)n =y;)) pij
Y = yjlxer;) = =—
p( y] X= L) p(X:xl) p]

d’ot1 la définition suivante :
Définition 4.2 Soit C = (X,Y) un couple de variables aléatoires. On appelle loi conditionnelle de X sachant Y = y;, I'appli-
cation définie sur X (Q), a valeurs dans [0, 1] par la relation :
pii
x; = p(X =xily=y;) = -y
b.j
De méme on appelle loi conditionnelle de Y sachant X = x;, l'application définie sur Y (Q), a valeurs dans [0, 11 par la relation :

i
¥i= p(¥ = yilx=s) = 2%

i

Exemple: Reprenonsl’exemple précedent et déterminons toutes les lois conditionnelles :
a) Tirage avec rem se

Xy =0 011 Xy =1 011
P 717 b 717
9
par exemple : p(X =0/y-1)= £ =3)
7
Yx=01011 YxX=11011
p 717 P AE

On remarque que le conditionnement de X ( ou de Y ) par n'importe quelle valeur de Y ( ou de X ) n’affecte pas
laloide X (ouY ), cest-a-dire X/y_; =X et Y/x-; =Y
b) Ti rage sans rem se

Xy =0 9 } Xy =1 9 }
p 2 2 p 3 3
2
par exemple p(X =0/y-1) =% = 2)
7
Y/X=0 9 } Y/ X =1 9 }
p 2 2 P 3 3

Dans ce cas, le conditionnement a eu un effet. Par exemple X/y—g # X ou Y/x-1 #Y. Il est normal que dans un
tirage sans remise, la connaissance du résultat de la premiere tirage influe sur la loi de la deuxieme.

4.3 L'indépendance

Définition 4.3 Soit (Q, 2(Q), p) un espace probabilisé fini et C = (X,Y) un couple de variables aléatoires, on dit les v.a.r X
et Y sont indépendantes si :

X =x)NY =y;)=pX =x;) x p(Y =y;)) pour(i,j) e[1,n]ll x[1,m]l

ou encore : o
pij=pi xpjpour(i,j)ell,nll x[1,ml
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Exemple : Les deux variables X et Y, considérés dans I’exemple précedent, sont indépendantes dans le cas de
tirage avec remise et ne sont pas indépendantes dans le cas de tirage sans remise.

Exercice 4 Une urne contient une boule porte le numéro 1, deux boules portent le numéro 2 et trois boules portent le numéro
3. On détermine un entier n a trois chiffres en tirant successivement et avec remise 3 boules de I'urne. On suppose que les
tirages sont équiprobables.
La premiere boule tirée fournit le chiffre des centaines de n, le deuxieme tirage indique le chiffre des dizaines et le troisieme
tirage indique le chiffre des unités.
1. Calculer les probabilités des I'événements :
A " obtenir un entier constitué par trois chiffres impairs "
B " obtenir un nombre pair "
2. Soit X la variable aléatoire égale au nombre des chiffres pairs dans 'entier n et Y la v.a.r égale 0 si n pair et 1 si n
impair.
a) Donner la loi du couple (X,Y).
b) Les v.a.r X et Y sont-ils indépendantes ?

1. Puisque le tirage est avec remise alors cardQ = 6.
« A est réalisé si on a tiré trois boules parmi les quatre qui portent les numéros impairs, donc cardA =4 x4 x4
et p(4)=(3)*= 5
* B est réalisable si et seulement si on a obtenu, dans le troisieme tirage, une boule portant un numéro pair,
donccardB=6x6x2 et p(B)= %

2. a)Ona:

X(Q)=1{0,1,2,3}etY(Q2) ={0,1}

L’événement (X = 0,Y = 0) signifie qu’on obtient un nombre pair qui contient aucun chiffre pair, ceci est
impossible donc pgo = p(X =0,Y =0)=0
L’événement (X = 0,Y = 1) signifie qu’on obtient un nombre impair qui contient aucun chiffre pair, c’est-a-
dire A =(X =0,Y =1), donc po1 = p(4) = &
L’événement (X =1,Y = 0) signifie qu’on obtient un nombre pair qui contient un seul chiffre pair,

pio = pX=1Y=0)
B 4x4x%x2
= —e
B 4
27
De méme on trouve :
8 4 2 1
pll - 27’p20 - 27’p21 - 277p30 - 277p31 -
x\Y 0 % Loi gleX
0 0 | & o7
1 4 1 38 12
27 | 27 27
2 42 3
31| 27 2
ey ¥ ¥
Loi de Y 7 57 1

8 9
b) On a, par exemple, p(X =0,Y =0)=0et p(X =0)x p(Y =0) = o7 97" donc

p(X =0,Y =0)# p(X =0)x p(Y =0) etles va.rX etY ne sont pas indépendantes.

Exercice 5 Montrer le résultat suivant : , ) , .
Deux variables aléatoires sont indépendantes si et seulement si, le rang de la matrice associée A (A = (p;j)1<i<n,1<j<m) €st

égalal.

Cours de Mathématiques MP 14 / 20 Rédigé par: M.Tarqi



CHAPITRE 25 VARIABLES ALEATOIRES REELLES

4.4 Covariance, coefficient de corrélation linéaire
441 Espérancede u(X,Y)

Soient X etY deux v.a.r sur Q. ) _ _
L’espérance de Z = u(X,Y) ( u fonction réelle a deux variables ) est donné par la formule suivante :

E(Z)= Y u(x,y)pX =x,Y =)
(x,9)eX(Q)xY (QQ)

Cas particuliers :

EX+Y)

x+y)pX =x,Y =y)
(x,0)eX(Q)xY (Q)

(x,)eX(Q)xY ()

Or:
xpX=x,Y=y) = Z [ Z xp(X =x,Y =yl
(x,eEX(QxY(Q) xeX(Q) yeY (Q)
= Y af Y pX=xY=y]
xeX(Q)  yeY(Q)
De plus
Z pX=xY=y)=pX =x)
yeY(Q)
D’ou

xpX=x,Y=y)= ) xp(X=x)=EX)
(x,)EX(Q)xY (Q) xeX(Q)

De méme, on a:
yp(X =x,Y =y)=E()
(2,9)eX(Q)xY(Q)

Conclusion :

[ EX+Y)=EX)+EQY)]

e E(XY)= Z xypX =x,Y =y)
(x,)EX(Q)xY (Q)
De plus, si X et Y sont indépendantes, alors :

EXY) xypX =x,Y =y)

(x,)eX(Q)xY (QQ)
= Y xypX =x)p(Y =y)

(x,y)eX(Q)xY (Q)

= ) apX=2) ) ypX=y)
x€X(Q) yeX(Q)

= EX)E®X)

Donc si X et Y sont deux v.a.r indépendantes, alors

[EXY)=EXE®Y)]

4.4.2 Covariance

Définition 4.4 Soit (Q, 2(Q), p) un espace probabilisé fini et C = (X,Y) un couple de variables aléatoires. Le nombre :
E[(X -EX))Y -E()]
est appelé covariance de X et Y et noté Cov(X,Y).

Proposition 4.1 Soient X et Y deux variables aléatoires sur Q, alors E[(X -EX)Y -E(Y)] = EX.Y)-
E(X)E(Y).
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Démonstration: Eneffet:Ona:
E[(X-EX)Y -EXY)]=E[XY-EXY)X-EX)Y +EX)E(Y)]
et 'espérance étant un application linéaire, il vient :

El(X -E@X)Y - E(Y)]

EXY)-E(Y)EX)-EX)EQXY)+EX)E®Y)
EX.Y)-EX)E®Y)

O
Exemple: Soient X etY de loi %(1,p), alors Cov(X,Y)=p(X =1,Y =1)-p2.
En effet, E(XY) = Z xypX=x,Y=y)=pX=1,Y =1)
(x,y)EX(Q)xY (Q)

Théoreme 4.2 Soit X,Y, X' Y’ des variables aléatoires sur (Q, 2(Q), p). Alors :

1. Cov(X,Y)=Cov(Y,X)

2. Cov(X+X')Y)=Cov(X,Y)+Cov(X",Y) et Cov(X,Y +Y')=Couv(X,Y)+Cov(X,Y")

3. Cov(AX,Y) = Cov(X,AY) = ACov(X,Y)

4. Cov(X,X)=Var(X)=0

5. Var(X +Y)=Var(X)+2Cov(X,Y)+Var(Y)

6. Si X et Y indépendantes alors Couv(X,Y)=0.
Démonstration: La preuve ne pose aucun probléme. a
Lemme 4.1 Soit X une v.a.r. Si Var(X)=0 alors X est constante.
Démonstration :

n
Var(X)=) [x; ~EX)Pp(X=x)=0 < Vielll,nl,x-EX)PpX=x)=0
i=1
< Viell,nll,x; -EX)=0
— Vielll,nl;x; =EX)

donc X(Q) = {E(X)} et par suite X est la variable constante égale a E(X). a

Théoreme 4.3 Soit X,Y deux variables aléatoires sur (Q, 2(Q),p). Alors :
|Cov(X,Y)| < o(X)o(Y)(*)

L'égalité ayant lieu si et seulementsi Y =aX +b (a,b des réels).

Démonstration: On pose, pour tout A € RT'(1) =Var(AX +Y), alors :

TA) = Var(AX+Y)
Var(AX)+2Cov(AX,Y)+Var(Y)

A2Var(X)+ 2ACov(X,Y)+Var(Y)

* Si Var(X) #0, T est un trindme du second degré en A, trindme = 0 pour tout A € R Ainsi

A = [Cov(X,Y)]2 -Var(X)Var(Y)<0

C’est-a-dire

[Cov(X,Y)| =0(X)o(Y)(0(X)=vVar(X))

e Si Var(X) =0 dans ce cas X et Y sont indépendantes et Cov(X,Y) =0, donc (x) est vérifié.

Cas d’égalité :

Si [Cov(X,Y)| = 0(X)o(Y), T(A) admet une racine double ¢ : T(c) = Var(cX +Y) =0, cX +Y est donc une v.a.r
constante b ( d’apres le lemme ).

OnadonceX+Y=b—=Y=-cX+b=aX+b (c=-a). O
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4.4.3 Coefficient de corrélation linéaire

Définition 4.5 . , .

Soit X et Y deux variables aléatoires sur (Q, 2(Q), p). On dit que X et Y sont corrélées lorsque Cov(X,Y) #0).
Cov(X,)Y)

(@) 11 icient d Slation linéaire de X et Y et te o(X,Y) I bre ————.
n appelle coefficient de corrélation linéaire de X et Y et on note o(X,Y) le nombre (X0 T)
Proposition 4.2 Soit X,Y deux variables aléatoires sur  (Q, 2(Q), p). Alors :

1) -1=pX,Y)<1.

2) Si X et Y sont indépendantes alors, (X,Y)=0.

3) Si p(X,Y)=1 (rep.-1), alors il existe a >0 (resp.a <0) et une constante b telque Y =aX +5b.

Exercice 6 Soit X une variable uniforme sur {—1,0,1}, c’est-a-dire :
1
X(Q)={-1,0,1} et pX=-1)=pX=0)=pX=1)= 3

Calculer p(X™,X™) avec (n,m) € N2.

VkeN*, ona: Sik estpair:
2
EXH=(-1pX=-1D+0*pX=0)+1*pX =1)= 3

et
2k 2 k_g_(g)z_g
Var(X) = EX*™)-E*XM =2~ (3] =5
Si k est impair
EXY = (-)fp(X=-1)+0*p(X =0)+1*p(X =1)

= —pX=-1)+p(X=1)=0

et
2 2
Var(X) = E(X%*) - E2(X*) = 3- 0= 3

Couv(X™,X™)

Caleulons o(X", X™) =~

EX™™) -EX™"EX™)

oX"™, X™) =
VVar(Xm").Var(X™)
* Si n et m sont pairs.
2 _(2)2
Q(Xn,Xm)Z 3 3 :1
/252
979
« 5i n est pair et m impair ou si n impair et m pair.
0-0x(%)?
(X", X™) = ——2—=0
/2 5 2
97°3
* 5in et m sont impairs.
n m %_OXO
pX", XM =2—==1
2,2
373

Problemes sur les probabilités
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Probléeme I
Premiere partie

Une urne contient 7 boules : 5 blanches et 2 noires. Un joueur extrait simultanément deux boules de I'urne.
1. Calculer la probabilité qu’il tire deux boules blanches.
2. Lejoueur participe maintenant au jeu suivant :

(a) s’il tire deux boules blanches il gagne x francs (x = 0);

(b) s’il tire deux boules noires il perd 10x francs;

(c) s’il tire une boule blanche et une boule noire, il procede a un second tirage de deux boules, sans re-
mettre les deux premieres boules tirées : a I'issue de second tirage il gagne y francs s’il tire deux boules
blanches, sinon il perd 3 francs.

On désigne par G la v.a.r dont les valeurs sont égales aux gains ( positifs ou négatifs ) du joueur.

3. Donner la loi de probabilité de la v.a.r G.

4. Calculer, en fonction de y, I'espérance mathématique de G. déterminer y pour que le jeu soit équitable, c’est
a dire E(G)=0.

5. ¢l tire une boule blanche et une boule noire, il procéde a un second tirage de deux boules, sans remettre les
deux premieres boules tirées : a I'issue de second tirage il gagne y francs s’il tire deux boules blanches, sinon
il perd 3 francs.
Pour cette valeur de y, calculer I'écart-type o(G) de la variable G en fonction de x.

Deuxiéme partie

Soit la fonction f, définie pour tout réel x, par :

110x2 + 60

flx)= 21

1. Déterminer le réel a tel que Jim [f(x)-ax]=0
Quel est le signe de f(x) —ax pour x =0 ?

2. Etudier la fonction f et tracer sa courbe représentative (C) et ses asymptotes dans un repére orthonormé (
unité : 1.5 cm ).
3. Déterminer l’entier naturel x pour lequel I'écart-type o(G) de la premieére partie est compris entre 7 et 8.

Probléme 11

On considére le jeu électronique suivant :

Un point lumineux L se déplace par sauts successifs sur un axe d’origine O, et peut a chaque instant se situer en
I'un des cinq points P; d’abscisses j égales a : —2;-1;0;1;2.

Lorsque le point L est en P;, j € {-2,-1,0,1,2} a I'instant ¢, la probabilité pour qu’il se positionne en Py, % €
{-2,-1,0,1,2} a l'instant ¢ + 1 est fournie par le tableau ci-dessous :

instant NS TP o [Py [ Po | Py | Py
9 0 1 0 0 0
P_4 0.5 0 0.5 0 0
Py 0 0.5 0 0.5 0
Py 0 0 0.5 0 0.5
P 0 0 0 0 1

1. On désigne par X, la v.a.r qui prend pour valeur I’abscisse du point lumineux a l'instant t=n
(a) Déterminer les lois de probabilité des v.a.r X;, i =0,1,2,3,4. Calculer 'espérance mathématique et la
variance des v.a.r X;,1=0,1,2,3,4.
(b) Calculer le coefficient de corrélation linéaire du couple (X3,X}4).
2. (a) Déterminer la loi de probabilité de X, .1 en fonction de la loi de probabilité de X,.

(b) On désigne par a, la probabilité de I'événement "X, = 0". Etablir une relation de récurrence de la forme :
aanp+2+panp+yan—2=0, n=2.

(c) Déterminer toutes les suites (u,)nen réelles vérifiant la relation de récurrence :
aup+1+Pun+yup-1=0,n=1.

(d) En déduire a,. Démontrer que la suite (a,),en converge et calculer sa limite.
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Probléme III

On désire étudier sur un certain nombre d’années les mouvements migratoires d"une population lors des vacances
d’été.
L’observation de cette population a conduit a la construction d’un modele mathématique dont les hypothéses sont

les suivantes :
Hj : Le territoire sur lequel évolue la population durant les vacances d’été est divisé en trois régions, notées 1,2,3.

Hoy : Chaque année, tout individu de la population étudiée choisit une région et une seule pour y passer toutes les vacances

Hs : Le choix d’une région par un individu pour y passer ses vacances d’'été est un phénomene aléatoire qui évolue dans le
temps a partir d’une année initiale appelée année 1.

Onnote A;(n), pour i €{1,2,3} et n =2 1, 'événement : ” choisir la région i pour y passer ses vacances d’été, I'année
n” et a;(n)=plA;(n)], iec{1,2,3} la probabilité de choisir I'année n, la region i pour y passer ses vacances d’été.
Hy:a1(1)=0.2; as(1)=0.45; a3(1)=0.35

Hs : La probabilité de choisir la région i, i € {1,2,3}, pour y passer ses vacances I’année n+ 1, ne dépond que du choix effectué
I'année n.

On note a;; = p[A;(n+1)/A;(n)] ,1<i<3, 1=<j<3,laprobabilité de choisir la région i I'année n + 1, sachant que
I’année n, on choisi la région j.

On suppose que Vi,j € {1,2,3}, a;; est indépendant de I'année considérée et que les a;;j sont les éléments de la matrice M
suivante :

a
M:( asi ay ax 05 03 02
asi a3t a3 02 06 032

Hg : On suppose que la population étudiée reste inchangée durant toutes les années prises en considération dans ce modele.

a2 ais )_(0.3 0.1 0.6

Question préliminaire :
Soit A1,Asq,...,A, une famille d’événements d’un univers Q, avec p(A1NAsN..NA;)#0,Vielll,n—1].
Montrer que

p(A1nAgn..nAy)=p(A1p(Aga)P(A3a,n4y)--P(An/A1nAsN..0 A, 1 )-
Partie A

1. (a) Soit B, I'événement ” choisir chaque année la région 2 durant toutes les n premieéres années ”

Calculer p(B3).
Exprimer p(B,) en fonction de n.

(b) Sachant qu’un individu choisit la région 1 I'année 2, quelle est la probabilité qu'il ait choisi la région 2
l'année 17?

(c) Calculer la probabilité pour quun individu change de région entre la premiére année et la deuxiéme
année.

Partie B

2. (a) Exprimer, en le justifiant, une relation entre les matrices
ay(n+1) ai(n)
( as(n+1) ) et ( as(n) )
as(n+1) as(n)

puis entre les matrices

ai(n+1) ai(1)
( as(n+1) ) et ( as(1) )

as(n+1) as(1)
(b) On montre le résultat suivant : Il existe une matrice P inversible telle que M = PDP~1, avec
1 0 0 1 "
D:( 0O A 0 ) (A=-0.1+iv0.11) et P=| 1 ' 4"
0O 0 A 1 2
a al al/
On pose P71 = ( b b b )
¢ cl "
1 0 0
Montrer que M" =P( 0 A* 0 )P‘1
0o o0 A"

_____

vers une matrice L = (1;;)1<i=m 1<j=q quand n tend vers l'infini si hIP u;j(n) =1 pour tout (i,j) € [1,mI x[[1,q]l.
n—+o0o
On note alors L= lim U,.
n—+oo
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Proposition 4.3 Etant donné une suite de matrices  (Uy),>1 de type (m x q) & éléments de C, qui converge vers
la matrice L, lorsque n tend vers l'infiniet V, W deux matrices telles que les produits VL et LW soient définis,
onaalors: lim VU,=VL et lim U,W=LW.

n—+oo n—+oo

3. (a) Montrer que la suite de matrices (M"),>1 converge et calculer sa limite.
(b) Soient U = (ujj)1<i<3,1<j<3 et V =(v;;)1<i<3,1<j<3 deux matrices telles que la somme des éléments de
chaque colonne de chacune d’elles soit égale a 1. Montrer qu'il est de méme pour la matrice UV'.
(c) Déduire de ce qui précede les valeurs des éléments a,a’,a” de la matrice P~1.
4. Montrer que les suites (a1(n))p=1, (@2(n)n=1, (a3(n))n=1 convergent. Calculer leurs limites.
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