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1 Divisibilité dans I’anneau Z

1.1 Division euclidienne dans Z

Théoréme et définition 1.1 Etant donné un couple d’entiers relatifs a et b (b > 0), il existe un couple unique q et r tels
que :

a=bg+ret0<r<b

Cette application de Z x N* dans Z x N est appelée la division euclidienne, q est le quotient et r le reste dans cette division
euclidienne.

Démonstration :  Soient a et b des entiers relatifs (b > 0), si @ = 0, il existe ¢ unique tel que :
gb<a<(qg+1)b

C’est le plus grand élément de la partie de N décrite par 1’entier naturel m tel que mb <a.
e Sia <0, -a>0,il existe donc ¢’ positif tel que :

gdbs-a<(q +1b

1. Euclide (3¢™¢ siacle avant J.-C.) est un mathématicien grec, auteur du plus célébre ouvrage de I'histoire des mathématiques, les Eléments,
qui reste longtemps un modele de raisonnement mathématique.
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sig’b=-aposonsg=-q¢'onagb=a
si gb’ <a posons g = —(¢' +1) on a dans ce cas —(g + 1)b < —a < —¢b ou encore gb <a <(g +1)b
d’ot1, dans tous les cas :

gb<a<(qg+1)b

Il en résulte que, si on pose r =a —bg, 0 <r < b et r est évidemment unique. a

Définition 1.1 Soient a et b deux éléments de Z. On dit que b divise a ou a est un multiple de b, et on note bla, si, et
seulement si, il existe un entier relatif q tel que a = bq. On note, pour tout entier relatif n, 2(n) l'ensemble des diviseurs de
n.

Remarques :

1. Dire que b divise a (b > 0) c’est-a-dire le reste de la division euclidienne de a par b est 0.

2. 0 est un multiple de tout entier b ( car 0 =00 ) , mais ne divise que lui méme (a =0g = a =0).
3. Pour tout entier relatif n, 2(n) = 2(-n).
4

. Pour tousa, bdans Z,on a:
alb<—=beaZ<—= aecPb)

5. Larelation a|b est une relation binaire sur Z, qui est reflexive et transitive, contrairement a sa restriction a N,
elle n’est pas antisymétrique. En effet si alb et bla alors il existe ¢ et ¢’ de Z tels que a = bc et b = ac’, donc
a =acc’ ou encore a(cc’ —1)=0,d’our :

alb _
{ bla < |al = 15|

6. Pour tous entiers a, b, ona: aZ c bZ < bla < 2(b) c D(a). On en déduit aZ = bZ < |b| = |a| < 2(b) =
2(a).
Proposition 1.1 Dans la division euclidienne de a par b, a, b et r ont les mémes diviseurs communs.
Démonstration : Soit d un diviseur commun strictement positif de a et b (b > 0) et r le reste de la division de a

par b. Il existe donc a’ et b’ des entiers rationnels les que a =a'd et b =b'd.
De la division euclidienne de a par b et de o’ par b’ (b’ >0) on déduit :

a'=bqg'+r et 0=r'<?d
donc
a'd=bdq'+r'd et 0<r'd<bd=5b
d'otir=a'd-b'q'd=(a'-bq")d =rd, donc d divise aussi r. O
Définition 1.2 Deux éléments a et b sont premiers entre eux s’ils n’ont pour diviseurs communs que 1 et —1.
Remarquons que tout élément divise 0 (0a = 0), donc deux éléments sont premiers sont non nuls.

Définition 1.3 Les éléments ay,as,...,a, sont premiers entre eux dans leur ensemble sils n’ont pour diviseurs communs
que 1et —1.

Remarque: Ne pas confondre une famille finie d’éléments premiers entre eux dans leur ensemble et une famille
d’éléments premiers deux deux : cette deuxieme famille est un cas particulier de la premiere. Par exemple 6,10,15
sont premiers entre eux dans leur ensemble mais 2 divise 6 et 10, 3 divise 6 et 15, et 5 divise 10 et 15.

Définition 1.4 Un entiers relatif p est dit premier si 2(p) ={-1,1,p,—p}.
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1.2 Congruence modulo n

Définition 1.5 Soient a et b deux entiers relatifs. On dit que a est congrue i b modulo n et on écrit a = bln] si, et seulement
si, n divise a — b.

Autrement dit :
a=bln]l<nlla-b)=3JkeZ:a-b=Fkn

Proposition 1.2 La relation "=", congruence modulo », est une relation d’équivalence dans Z. On note x la
classe de x pour cette relation.

Démonstration :
1. Pourtoutade Z,ona:a—a=0.n,donc a =alnl.
2. Sia =b[n], alors il existe k €Z tel que a —b = kn, donc b —a =(—k)n, c’est-a-dire b = a[n].

3. Soient a,b et ¢ dans Z tel que a = b[n] et b = c[n], alors il existe deux entiers relatifs & et &’ tels que a —b = kn
et b—c=k'n, en suite
a-c=(a-b)+b-c)=(F+E)n

c’est-a-dire a = c[n].

Proposition 1.3 Si a = b[n], alors « et b ont le méme reste dans la division euclidienne par n.

Démonstration: Soient a et b deux entiers relatifs tels que :
a=nqi+rietb=nqo+rg
avec
O<ri<netO<rg<n

Si a et b ont le méme reste dans la division euclidienne par n, c’est-a-dire r1 = ro alors @ —b = (g1 — g2)n, donc
a =blnl.

Réciproquement, si a = b[n], alors il existe k €Z tel que a —b = kn, donc r1 —rg =(k —q1 —q2)n, c'est-a-dire n divise
ri—rg,mais0<ry<net0s<rg<nimpliquent|ri—ral<n,d’otir;—rg=0. O

L'ensemble 7/,,7 : Pour tout x €7, il existe q et r uniques tels que x =ng+r et 0<r <n.On a donc x =7 et par
conséquent

Zhz=U®=1{0,1,2,.,n-1}

xeZ
Proposition 1.4 Soient x,y,z et ¢ des entiers relatifs. Si x = y[n] et z=¢[n] alors x + y =z +¢[n] et xz = yt[n]. On
dit que la congruence modulo »n est compatible avec I’addition et la multiplication.
Démonstration : Soient x,y,z et ¢ des entiers relatifs tels que x = y[n] et z = ¢[n] alors il existe £ et £’ des entiers
relatifs tels que
x—y=knetz—t=Fk'n

d'ott (x+2)—(y+t)=(k+k')n, cest-a-dire x + y =z + t[n].
D’autre part :

xz—yt=xz—yz+yz—yt=z(x—y)+y(z—t)=(zk' + yE')n
donc xz = yt[nl. 0

Corollaire 1.1 Pour tous a et b de Z et n € N*, si a = b[n] alors Vm e N*, a™ = b"[n].
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Exemple : (2222)3333 +(3333)2222 = 1[5], en effet :
On a 2222 = 2[5] et 3333 = 3[5], donc

(2222)3333 4 (3333)2222 = 93333 | 322225
D’autre part
93333 _ (93)1111 _ (_g)1111 — _ (9215559 = _(_1)5559 = 9[5]
et
32222 _ (32)1111 — (_1)1111 = _q[5]
d’out

(2222)3333 1 (3333)2222 = 2 + (- 1)[5] = 1[5].

2 PGCD, PPCM

2.1 Plus grand commun diviseur d’éléments de Z

Proposition 2.1 Soit (G,+) un groupe commutatif. Soient H et K deux sous-groupes de G. Alors H +K =
{h+k/heH, keK}estun sous-groupe de G, c’est le sous-groupe engendré par la partie H UK.

Démonstration: H +K est une partie non vide (0 € K +K). Soient x =h +k et y = b’ + k' deux éléments de H + K,
alorsx—y=(h-h")+(k-k)eK+K. O

Généralisation : Ce résultat peut étre généralisé a une famille finie Hq,Hs,...,H, de sous-groupes de (G,+) :

Hi+Ho+..+H,={h1+hg+...+h,/h; € H;} est le sous-groupe engendré par lilJ H;.
i=1

Définition 2.1 Soient a et b deux entiers relatifs. Alors il existe un unique entier d tel que aZ + b7 =dZ.
On dit que d est le pged de a et de b. On le note d = pged(a,b) oud=anb.

Remarques :

1. D’apres la définition il existe des entiers relatifs u et v tels que a Ab = ua +vb et tout élément de la forme
xa+yb (x,y € Z) est un multiple de a A b.

2. Les entiers relatifs a et b sont premiers entre eux si, et seulement si, a Ab = 1.
3. a Ab =|al si, et seulement si, a divise b.

D’apres la definition et les propriétés précédentes on déduit facilement le théoreme suivant :

Théoreme 2.1 Etant donné deux entiers relatifs « et b, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. a et b sont premiers entre eux.
2. il existe des entiers relatifs u et v tels que

au+bv=1 (éqgalité de BEzouT)

3. pour tout entier relatif z, il existe des entiers relatifs x et y tels que ax+ by ==z.

Remarque: Les couples (u,v) et (x,y) ne sont pas uniques ( cf. TD ).
Proposition 2.2 Soient « et b = 2 deux entiers naturels non nuls premiers entre eux. Alors
Iug,vo) N2 tel que aug—-bvg=1,

avec O0<up<b et 0<svp<a.
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Démonstration: e« L'existence : D’apres 1'égalité de BEZOUT il existe deux entiers a et g tels que 1 = aa — pb. Effectuons
la division euclidienne de a par b : @ = bq +ug, avec 0 <ug <b.

On obtient
1 = (bg+ugla-pb
= uga—(f—-qa)b
= wuga-vpb

avec vg = p—qa donc —1 <vob = uga — 1 <upa < ba et par simplification 0 <vg < a.
« L'unicité : Soit (u,v) € N? tel que au — bv = 1 et par soustraction on a :

(*) (w-ugla—-(v-vglb=0
donc a divise (v —vg)b et comme a Ab =1 alors a divise v — vy, c’est-a-dire 3k € Z : v = vg + ka. En remplagant dans () on obtient
u=uq+kb.
Réciproquement, tout couple (ug +kb,vg + ka), k € Z est solution. a

Exemple : Déterminer deux entiers u et v tels que : 1 =8u —93v. Les entiers 93 et 8 sont premiers entre eux, donc ils existent
u et v tels que 1=8u —93v.

Ona
93 = 8x11+5
8 = 5x1+3
= 3x1+2
= 2x1+1

donc en commencant par la derniere égalité, on obtient :

1 = 3-2x1
= 3-(6-3x1)x1
= 3x2-5x1
= (8-5x1)x2-5x1
= 8x2-5x3
= 8x2-(93-11x8)x3
= 8x35-93x3

d’ott (u,v) =(35,3).

Théoréme 2.2 Soient a et b des entiers relatifs non nuls :
1. Pour tout ¢ non nul : pged(ac,be) =|clpged(a,b).
2. Pour tout diviseur commun d de ¢ etde b : pged(ad1,bd"1) = |d L pged(a,b).

Démonstration : 1. Soient a, b et ¢ des entiers relatifs non nuls, on a :
acZ+bcZ ={cla+b)klkeZ}=|c|(aZ+bZ)
d’ou
(ac)A(be)=lcl(anbd)
2. D’apres 1. |d|l(@d ") A (@b~ D] = (add 1) A(bdd Y =a nb. 0

Théoreme 2.3 Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :
1. a et b sont premiers entre eux.
2. Pour tout x, a divise bx entraine « divise x. ( théoréme de GAuss?)
3. Pour tout vy, b divise ay entraine b divise y.

2. Gauss, Carl Friedrich Gauss, Carl Friedrich (1777-1855), mathématicien, physicien et astronome allemand, dit le prince des mathémati-
ciens, qui apporta des contributions essentielles a la plupart des branches des sciences exactes et appliquées.
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Démonstration : (1) est symétrique, il suffit donc de montrer que (1) < (2). En effet a A b = 1 entraine (ax) A (bx) = |x/, a
divise ax et bx, donc divise |x| = (ax) A (bx).
Montrons (2) => (3) : supposons b divise ay, donc il existe ¢ €Z tel que ay = bg, donc a divise ¢, donc g =aq’ (¢’ €2) ,ay = baq’,
d’ott y = bq'. De méme (3) = (2).
Montrons enfin que (2) = (1) ; soit d un diviseur commundea et b :

(a=a'detb=b'd = ab' =bad')
donc a divisant ba’ divise @/, or a’ divisant a, donc a’ = Fa et d = ¥1. Donc a et b sont premiers entre eux. O

2.1 (Variante du théoreme de Gauss)
Soient a,b,c des entiers relatifs. Si a divise ¢, b divise c et a Ab =1, alors ab divise c.

Démonstration : Sia divise ¢, donc il existe & € Z tel que ¢ = ka. On a aussi b divise ¢, donc b divise ka et comme aAb =1,
il vient du théoréme de Gauss que b divise % et par conséquent ab divise c. |

Application : résolution de I’équation (E) ax+by = c dans 72 (a,b) #(0,0).
OnaVx,yeZ, ax+bye(anb)Z,d ou la discussion suivante :
1. Si ¢ n’est pas un multiple de a A b, alors 'équation (E) n’a pas de solutions de Z?2.

2. Supposons ¢ = ala Ab) avec a €Z. D’apres le théoreme de Bezout, il existe un couple (xg, yo) tel que axg+byo =aAb, donc
aaxg+abyg = ala Ab) = c. Ainsi le couple (axg, ayp) est solution particuliere de (E).
Cherchons la solution générale de (E), I'équation (E) s’écrit

ax+by=aaxy+ abygy

c’est-a-dire a(x — axg) = b(ayo — y). Soient a’ et b’ les deux entiers relatifs premiers tels que :
a=a(anb)etb=>b'(anb)
la derniére équation s’écrit alors :
a'(x—axg) =b'(ayg—y)
par le théoreme de Gauss &' divise x — ax, soit x = axg + kb’, avec k €Z, en remplagant dans la derniére équation on
obtient y = axg — ka'.
Les solutions de sont donc les couples (axg + kb, ayg —ka’ avec k €Z.

2.1.1 Algorithme d’Euclide pour la recherche dua b
Proposition 2.3 Soit r le reste de la division euclidienne de « par b avec b > 0. Alors pgcd(a,b) = pged(b,r)
Démonstration : En effet soit d un diviseur commun de a et b, alors d divise aussi r, de méme si d divise r et b il divise a,

doncanb=bAr. 0
Soient a et b des entiers relatifs. Effectuons les divisions euclidiennes ( Algorithme 3 d’Buclide* (on supposera b>0)

a=bqqy+rg et O0<ro<bd
b=roq1+r1 et 0<ri<rg
ro=ri1qg+ro et O<sro<ri
Tn-1=Tnqn+1+tTn+1 et 0srp+1<rn

On forme ainsi une suite b >ry >rg >rg>...>r,_1>rp > ... = 0 strictement décroissante d’entiers, on arrive forcément a un
1 2 3 n-1 n
premier reste n+l = 0. D’aprés le théoreme

pged(a,b)=pged(b,ri) =...=pged(rp_1,rn) =rn

Ainsi a A b est le dernier reste non nul dans cette succession de divisions.

3. Le mot algorithme est une déformation du nom du mathématicien arabe ALKWARIZMI (IX¢ siecle ) origine de Kkwarizm, ville nom-
mée aujourd’hui Khiva et située en Ouzbékistan. Le nom du mathématicien a été déformé en algorithmus, puis algorisime, pour donner enfin
algorithme.

4. Khuwarizmi, al- Khuwarizmi, al- (v. 780-v. 850), mathématicien arabe, dont les travaux sur 1'algebre, 1’arithmétique et les tables d’astro-
nomie ont considérablement fait progresser la pensée mathématique.

Khuwarizmi fut bibliothécaire a la cour du Calife Ald Allah al-Ma'mun et astronome a l'observatoire de Bagdad. Il fut le premier a
utiliser a des fins mathématiques 1’expression al jabr, dont est dérivé le mot francais algebre. La version latine (par le traducteur italien Gérard
de Crémone) du traité d’algebre d’al-Khuwarizmi fut a I'origine de la connaissance mathématique en Europe médiévale. Ses travaux sur les
algorithmes, terme dérivé de son nom, permirent d'introduire la méthode de calcul utilisant les chiffres arabes et la notation décimale. Microsoft
6 Encarta 6 2006.
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Exemple : Calculons pged(3928,382)

3928 = 382x108+10
382 = 108x3+5
108 = 58x1+8

58 = b50x1+8
50 = 8x6+2
8 = 4x2

d’ott pged(3928,382) = 2.

Travaux pratiques : Utilisation de Maple La procédure suivante prend comme arguments a et b et renvoie le pged de a
etb.
>pged :  =proc(a,b)

local x,y,r;

x:=a;y:=b;

while y>0 do

r:=irem(x,y);x:=y;y:=r;

od;

x5

end;

2.1.2 Plus grand commun diviseur d’une famille finie d’éléments de Z

Théoreme et définition 2.1 Etant donné une famille finie d’entiers relatifs ai,ae,...,an. Alors il existe un unique entier d
telquea1Z+a9Z+...+apZ=dZ.
On dit que d est le pgced de aq,a9,...,an. On le note d = pged(ai,ag,...,an) OUd =ai Aag A...Aanp.

Démonstration : En effet, H=a1Z+agZ+...+a,Z est un sous-groupe de (Z,+), donc il existe un unique entier naturel tel
que H=dZ. a
D’apres la définition ci-dessus et la définition 2.3, on déduit le théoréme suivant :

Théoreme 2.4 Etant donné des entiers relatifs a1,as,...,an, les propriétés suivantes sont équivalentes :
1. ai,a9,...,a, sont premiers entre eux dans leur ensemble.
2. il existe des entiers relatifs u1,u9,...,u, tels que

ajui+agug+..+aju,=1 (égalité de BEZOUT)

3. pour tout entier relatif z, il existe des entiers relatifs x1,xo,...,x, tels que a1x1 +agxg +... +anxy, = 2.

Théoréme 2.5 Soient a;, i =1,2,...,ndes entiers relatifs non nuls :
1. Pour tout 4 non nul : pged(a1b,asb,...,anb) =|blpged(ai,as,...,an)-
2. Pour tout diviseur commun d de a1,a9,...,a, :

pged(ard Y,a9d L, ... .and V) =|d Ypged(at,as,....an)

Démonstration : La démonstration est analogue a celle du théoreme 2.2.

2.2 Plus petit commun multiple de deux ou plusieurs éléments de Z

Théoreme et définition 2.2 Soient a, b dans Z. Il existe un unique entier m dans N tel que aZ NbZ = mZ. L'entier m s’appelle le plus
petit commun multiple de a et de b. On le note m = ppem(a,b), ou m=avb.

Démonstration : En effet, aZ nbZ est un sous-groupe de Z, donc de la forme mZ. O
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Remarque : Soient a et b deux entiers relatifs et m =a v b. D’'une part m est un multiple de a et de b. D’autre part tout mul-
tiple de a et de b est un multiple de m. Donc m est le plus petit multiple commun strictement positif de a et de b, ces propriétés
caractérisent entierement l'entier m = a v b.

De méme on peut généraliser la notion de ppcm a une famille finie d’entiers relatifs : on a le résultat suivant :

Théoréme et définition 2.3 Etant donné des entiers relatifs a1,ag,...,an non nuls, il existe un unique entier m dans N tel que a1Z n
agZN..NapZ = mZ. L'entier m s’appelle le plus petit commun multiple de a1,a9,...,an. On le note m = ppem(ay,ag,....ay), ou
m=aivag\V..Vap.

Proposition 2.4 Pour tous entiers relatifs « et b, on I’égalité suivante :

labl=(a Ab)aVb)

Démonstration : Soient a et b des entiers relatifs, il existe des entiers relatifs a’, b’, a” et b tels que :
a=da’,b=db/,m=aad"=bb",avecd =anbetm=avbeta' Ab =1

onaa'b'd=ab'=a'b,donca’b’d €aZnbZ=mZ et par suite (a'b'd)Z c mZ.

Inversement aa” = bb" ou da’a’” = db’'b” donc a’a” = b'b” et comme a’ Ab' =1, en peut écrire d’apres le théoreme de Gauss

b =ka' (keZ);dotm =ka'b oum =ka'b’'d, on a donc m € (a'b'd)Z et en suite mZ c (a’b'd)Z.
Finalement mZ = (a’b'd)Z. D’oll (nd)Z = (a'b'd%)Z = (ab)Z et par conséquent md = |md| = |abl|. 0

Remarque : Sia et b sont premiers entre eux, alors a v b =| ab | et la réciproque est vraie d’apres la derniére proposition.

3 Décomposition d’un entier relatif en facteurs premiers

1. Si a est premier il admet au moins un diviseur premier : lui-méme; supposons a non premier, il admet donc au moins un
diviseur b distinct de 1 et Fa.
Si b divise a, ¥b divise Fa, on peut donc supposer a et b positifs, nous avons donc :

a=bq et l<b<a.
Ces diviseurs b > 1 sont en nombres fini, le plus petit d’entre eux est certainement premier, d’ot: :
Proposition 3.1 Tout entier relatif distinct de 1 et —1 admet un diviseur premier.

2. Soit @ un entier rationnel non nul, il admet un diviseur premier p; : @ = pjay, si aj n'est pas premier il admet un diviseur
premier pg >0, donc aj = paag, @ = p1paag. Nous pouvons recommencer cette opération ; nous aurons :

a@=p1pP2..-Pnln
avec |a| > |a1| >...lap—1] > layl. Sinous n’arrivons pas a a; premier, nous arriverons a a;=%1, donc:
a=upip2..-Pn

otlu =F1letpy,pg,..,pn sont des entiers premiers strictement positifs. Montrons qu’une telle décomposition est unique, soit

upip2..-pPn@=0vq142...9n

avec les p; etles g; des entiers premiers strictement positifs et u = ¥1,v = ¥1. Ona u = v, py divise I'un des facteurs de g1 92...qn,
soit g1, mais g1 est premier donc p; = g1, on simplifie donc par p; ; en réitérant ce raisonnement un nombre fini de fois on
arrive a épuiser tous les facteurs de I'un des membres, d’ot1 : r1,rg,...,r; étant les facteurs premiers restants :

r1,r9,.,ry=1

ceci est impossible car les r; sont supérieurs ou égaux a 2, donc en épuise en méme temps les facteurs de deux membres.
En regroupant les facteurs égaux dans la décomposition précédente on obtient le théoreme suivant :
Théoreme 3.1 Tout entier relatifs non nul et distinct de 1 peut s’écrire d’'une maniére unique sous la forme :

k1 ks k
a=upi'p’..op

ouu=7letpi,po,..,pm Sont des entiers premiers strictement positifs tous distincts et %1, %9, ...,k des entiers stricte-
ment positifs.
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Application 1. Les diviseurs d’un entiers a ayant la décomposition a = u plil pgz pﬁ”‘ sont tous de la forme :

d:up}lllpgz...p},;{” u=F1 0<h;<k;

Application 2. Désignons par p1,p2,...,pn I’ensemble des facteurs premiers strictement positifs de a et de b, on peut écrire :

k1 k k
a=upy'py®..py" ki =0

I 1 l
b=vpi'py..py,1;20

On obtient : A
1=n
_ inf(k;,l;)
a/\b— l_[lpl iti

i=
et

i=n
avb= Hpiup(kl’ll)
=1

4 Numération

4.1 Bases de numération dans N

Lemme 4.1 Soit a € N*\{1} et x entier naturel non nul, alors il existe un entier nature unique n tel que a™ <x <a™*1.

}Egg), soit n = maxE, alors

n+1_ 0

Démonstration : Soit E = {i € N/a’ < x}, E est une partie non vide (0 € E) et bornée (Vi € E, i<

a"<x<a
Théoreme et définition 4.1 Soit @ € N*\{1}. Tout entier naturel x non nul s’écrit d'une maniere unique sous la forme
x=xpa” +xp_1a" 1 + ...+ 210 + 20

avec 0 <xp <aetVie{0,1,..,n-1},0=<x; <a.
On pose x = Xpxp_1...x1%0" ou tout simplement x = xpx,_1...x1xq, cette écriture est appelée écriture de x dans la base a, xp,xp—1,...,%1,%0
sont les chiffres de la représentation de x en base a .

Démonstration : « Soit x,, la partie entiere de 2% ( n étant définie par le lemme), alors x, < 2% <xp +1 ou encore x,a" <x <
(xn +1)a™.

e x, #0, car sinon on aura 0 < x, <a* ce qui est absurde.

eOna0=<x-xpa” <a”, effectuons la division euclidienne de r, = x—x,a” par a""1, doncil existe un unique couple (x,-1,77-1)
tel que:

x—xpa® =xp,_1a" L4r,_jet0=sr,_1 <a’!

de plus xp_1a® 1t <x,_1a" 147, 1 =x—2xpa" <a®, ce qui entraine 0 < x,_1 < a. En réitérant ce raisonnement un nombre fini
de fois on arrivera a construire deux suites finies x,_1,...,x1,%9 €t rp_1,...,r1,r9 avec x; le quotient de la division euclidienne
deriiy=x—xpa™ —xp_1a" 1~ .. —x; 10t par a® et r; le reste.

D’autre part :

i i _ i+1
O<x;a’ <xja’+r;=riy1<a

ce qui entraine 0 < x; <a. O

Exemples :

1. On utilise le plus souvent les bases x = 2 ( numération binaire, les chiffres sont 0 et 1 ), x = 8 ( numération octale, les
chiffres sont 0,1,2,...,7), x = 10 ( numération décimale, les chiffres sont 0,1,2,...,9 ).

2. L'entier n = 2005 ( en numération décimale ) s"écrit n = 11111010101 en numération binaire et n = 3725° en numération
octale.
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4.2 Comparaison de deux nombres écrits en base a

Soient x et y deux entiers naturels et x =X, %,_1..- 120" ¥ = YmYm—1---y1Y0" leurs représentations dans la base a (a > 1).
Sim>n,alorsm=n+1,dota™ =a"*! et on sait, d’apres le lemme, que x < a1l eta™ < y; alors

x<an+1

<am =<y
doncx<y.
Proposition 4.1 x =x,%,_1.-x1x0" €t ¥y = Ymym-1--y170" étant deux entiers écrits dans la base a (a > 1). Si m > n alors
x<y.
Remarque : Si m =n, alors x et y sont dans le méme ordre que les (n + 1)-uplets (xp,%p—1,..,%1,%0) €t (¥n,¥n—1--¥1,%0)
classés suivant I’ordre lexicographique. En effet supposons

Xn =Yn,Xn-1=Yn—1,---%; =Y; etx; #y;
Supposons par exemple y; > x;, considérons z = x;_1a’ 1 +...+x1a +xg. On a z <al, d'ott x = x,b" + ... +a;a’ +2 < xpa” +...+
xja' +a’, d’autre partona:y = ypa” +...+yja' zxpa” +...+(x; + 1at, car y; > x;, donc

y=xpa +...+x;a +al >x

d’ol1 y > x.
Exemple : Danslabase5, ona: 1233 > 333 et 32142 > 32242.

4.3 Somme et produit de deux nombres écrits en base a

4.3.1 Somme de deux nombres écrits en base a

Soient x et y deux entiers naturels et x =x,x,_1...x1%0% €t ¥ = Ym¥m—1..-¥170" leurs représentations dans la base a (a > 1).
Supposons m # n, par exemple m < n, on peut écrire y sous la forme y =y, yp—1.--Ym+1YmYm—1.--y1Y0" avec

Yn=Yn-1--=Ym+1=0
Donc )
(1) x+y=(xn+yp)a™ +...+x; +y;)a’ +...+(x1 + y1)a + (xg + yo)
« Si pour tout i, x; + y; <a alors I'écriture (1) est la représentation de x +y dans la base a.
« S’il existe i tel que x; +y; = a, alors, puisque b; + y; < 2a, il existe d; <a tel que x; + y; =la+d;, donc x; +y; = 171,“
Donc (x; + yi)ai =qitly diai et x;,1 +y;4+1 doit étre remplacer par x;,1 +y;+1 + 1.

Conclusion : Pour obtenir la représentation de x + y dans la base q, il faut utiliser et reporter une retenue de 1 & chaque fois
que la somme intermédiaire obtenue est supérieure ou égale a a.

Exemple :

x+y = 4241°+14532°
= 1.6*+86%+7.62+7.6+3
= 16%+(6+26%+6+1)6%+(6+1)6+3
= 26%+36%+262+1.6+3
= 23213°

4.3.2 Produit de deux nombres écrits en base a

Soit x un entier naturel et x =¥, x,_1...x1x9% sa représentation dans la base a (a > 1).
Pout tout entier 2, on a :

dFx =20 F 4.+ 210"t xga® +0aE 4 +0a+0

—————~—Aa . .
ky = XpXp-1...X1%00..0" et on aussi pour tout entier a.

c’est-a-dire a
1) ax=(axp)a™ +...+(ax1)a + (axg)

« Si pour tout i, ax; <a, alors (1) est la représentation de ax dans la base a.
« S'il existe un entier i tel que ax; = a on refait la méme chose comme dans le cas d’addition.
« Si maintenant y =y ym—_1...y170", alors

xy =xn(a™y) +xn_1(a"’1y)+ .. +x1(ay) +xoy

et d’apres ce qui précede on peut calculer le produit xy.
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Exercice : Existe-t-il un entier naturel a tel que xxx*yyy® = yyyyyy* (1)?
Supposons qu’il existe un tel a tel que 1'égalité (1) soit vérifiée. Alors

Q)= 22@%+a+1)2=yb® +a*+aP+a?+a+ 1) =y@® +a+1)a®+1)
ou encore
352(112 +a+1) = y(a3 +1)
= yad-1-2y

y(oL2 +a+1)a-1)-2y

donc 2y divise a2 +a +1 et gulsque 0<y<a,alors 0<2y<2a,etona2a<a?+1<a?+a+1,donc 2y <a?+a+1 cequiest
absurde puisque 2y divise a” +a + 1. Donc notre hypothese est fausse.

4.4 Application : Algorithme d’exponentiation rapide

Soit a un réel et n entier naturel non nul. Calculons a”, directement il est inefficace d’effectuer le produit de n exemplaires de
a, on peut obtenir le méme résultat avec moins d’opérations en utilisant la représentation binaire de n.

@ i=k .
Posons n =bpbyp_1..b1bg = X b;2' (pour touti, b;=00ub; =1).
=0
Y 2!

Notons S l'ensemble des i € {0,1,2,...,k} tels que by = 1. Alors n = ¥ bi2l =y 2 puis a”* = aicS = [] azi. 11 suffit donc
ieS ieS ieS

de calculer les u; =a?. Or ug = a et pour tout i on a u;11 = u . On calcule les u; ( pour i € S') par des élévations au carré
successives, et on les multiple.

Exemple Ona:2005=210129498 97,96 94,92, 90 111110101012. Pour calculer 2995, i1 suffit donc de calculer

- ug= a? =t (3 produits )

— uy4= a2 = (u%)2 (2 élévations au carré )
- ug= a2 = (ui)2 (2 élévations au carré )
- ug= a? = u% (1 élévation au carré )

- ug= a2’ = u% (1 élévation au carré )

- ug= a? = ug (1 élévation au carré)

- ujp= a2’ = u9 (1 élévation au carré )

D'ot1a29% = ygusuquguiuguguig (7 produits ), ainsi 18 produits suffisent a calculer q2005,
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