DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES
ESG prépas a rendre le 10/05/2012 2011/2012

On considere la suite (a,,),en de nombres réels définie par la relation de récurrence : ap = 1 et pour tout
n

n—1
ag ag n—
n=1, kz (= %) = 0. On pose pour toutn € N, 4,, = kz = k)!X k
=0 =0

1. Vérifier que :

1 1 .
al) = ——,a9 = —.Q
1 272 1273
1 1 1 1 1 1 1
Al=X - Ap=-X2— X+ A3=-X3—_-X?+ —_X.
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. Montrer que (A, )nen est 'unique suite de polyndmes vérifiant :
i Ag =1,
ii. vne N, A, = A,,_4,
iii. A,(0) = A,(1).

3. (a) Déduire de la propriété d"unicité de 1) que :

VneN A, (X)=(—1)"4,(1 - X).
Xn—l
(n—1)

(c) Soit n un entier impair et supérieur ou égal a 3. Montrer que le polyndme A,, est divisible par
X(X -1)(2X —1)etquea, =0.

(b) Montrer que pour toutn € N* A, (X +1) — A,(X) =

4. On pose pour tout n € N*, et pour tout m € N, S, (m) = > k™.
k=0
(a) Exprimer S,,(m) en fonction de A, (m + 1) et ap41.

(b) Déterminer Sa(m).

5. Montrer que la famille (Ag, Ay, ..., A,,) est une base de E = R,,[X].
6. On considére les endomorphismes de E définis par :
A E — E D: F — E
P — P P — P(X+1) - PX)

n ok
(a) ) Montrer que D1 = A" =0 etque A = Z %
k=1
(b) Montrer que ker(A) = Ro[X] et Im(A) = R,,_1[X]. En déduire qu’il existe un unique ) € E
tel que A(Q) = D(P) et Q(0) = P(0).

(c) On pose u(P) = @, montrer que u € GL(E).
(d) Montrer que pour tout P € E u(P) = P(X) + i ay [P®)(X) — P®(0)] .
k=1
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