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Devoir libre n°6
a rendre le 06/02/2012

Exercice 1 On consideére 1'espace vectoriel Ry[X| des polyndmes de degrés inférieurs ou égaux a
2. Soit f I'application de Ro[X] dans R qui a P associe P(1).

1.

Montrer que f est une application linéaire.
On note F' = ker f. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de dimension 2 de Ry [X].

. Montrer que (X — 1, X? — 1) est une base de F.

Soit G le sous-espace vectoriel de Ro[X], engendré par le polyndme X? + 1. Montrer que G
est un sous-espace vectoriel de dimension 1 de Ry[X].

4. Onnote Z = (X — 1, X? — 1, X? + 1). Montrer que % est une base de Ry[X].

Déterminer les coordonnées dans la base % des polynémes 1, X et X?. Montrer que F et G
sont supplémentaires dans Ry [X].

On note p la projection sur I parallelement a G et s la symétrie par rapport a F, parallele-
ment a G.

Déterminer 'image par p et par s des polyndomes 1, X et X2.

Exercice 2 Dans RE, on considere la famille .# suivante.

F =(s1:xr—sinx, ¢ :x—>cosx, Sg:x > sin2x, co:x— cos2x)

On note E l'espace vectoriel engendré par .#, et D 'application qui a f associe sa dérivée f.

1.
2.
3.

Montrer que .% est une famille libre.
Montrer que f est un endomorphisme de E.

Montrer que f est un automorphisme de E.

Exercice 3 On considere 1'équation de récurrence linéaire d’ordre 2 suivante.

L N

Un

(@@) Un+2 = Un41 — o5

Ecrire et résoudre I'équation caractéristique associée.
Montrer que I'ensemble des solutions de E est un espace vectoriel.
Déterminer 1'ensemble des solutions réelles de &'.

Soit (un)nen la suite solution de & telle que up = 0 et u; = 1. Donner une expression de u,
en fonction de n.

Exercice 4 E; et E, étant deux sous-espaces vectoriels de dimension finie d"un espace vectoriel E,
on consideére 'application f de E; x E; dans E définie par

f(l‘l,xg) = + )

(x1 € E1, 22 € E»)

1.

Démontrer que f est linéaire.
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2. Démontrer que ker f est décrit par (z, —z),  décrivant E; N Ey en déduire que ker f est
isomorphe a £ N E».

3. Démontrer que Imf = E; N Ey, en déduire :
dim(Ey + Ey) = dim(Ey N Ey) = dim Fy + dim Es
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