DEVOIR LIBRE DE MATHEMATIQUES-MPSI

Devoir libre n°7
a rendre le 20/02/2012

Etude des suites récurrentes v, 1o = au,1 + buy,

a et b étant deux nombres réels (b # 0), on considere I'ensemble S de suites (uy,),>0 de nombres
réels telles que : (Vn > 0), upt2 = atpt1 + buy,.
On pose, pour (up)n>0, (Un)n>0 € S et r e R.

(un) + (vn) = (U +vpn) et 7(uy) = (ruy)

1"“partie : Structure vectorielle de S.
1. Démontrer que S est un sous-espace vectoriel de 1’espace, sur R, de toutes les suites réelles.
2. Démontrer que l’application
Y S — R?
(un)nzo0 —  (uo,u1)
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
En déduire la dimension de S.
2°partie : Détermination pratique des suites vérifiant : u,, 12 = au,11 + buy,.
1. Soit A € R, déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que la suite géométrique
()\")nzo S
2. On désigne par \ et p les racines de 22 —ax —b =0 et A =a% +4b
(@) Montrer que si A > 0, alors les deux suites (A"),>0, (" )n>0 forment une base de S.

(b) Si A = p, montrer que (nA"),>0 € S et que les deux suites (A\"),>0, (RA")p>0 forment
une base de S.

(¢) Si A < 0, alors 'équation 22 — az — b = 0 a deux racines complexes conjugués re® et
re~%. Montrer que les deux suites (7" cos nf),,>0, (r" sinnf),>o € S et qu’elles forment
une base de S.

3¢partie : Applications.

1. Détermnier les suites vérifaint :

Up4+2 = —Upyl+ 2uy, Un+2 = —Upyl — Up Un+2 = 4un-‘,—l — 4uy,
(1) uo = 1 (2) uop = 1 (3) uo = 1
ul = 0 ul = 2 ul = —2

2. Montrer que la suite définie par : co = 1,co = e, cp12 = \/Cnr1Cp €st convergente et détermi-
ner sa limite.
™
3. Pourx €| —1,1|, on pose I,(z) = T
) [ P n(®) /0 1 —xcost
Déterminer une relation de récurrence entre I,,, I, 1, I,,—2, en déduire I'expression de I,,. (On
pourra calculer I, + I,,_»)
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