CPPGE Année scolaire : 11/12
ESG prépas Filere MP
Casablanca Prof : M.Tarqi

DEVOIR SURVEILLE n°7
24/04/2012
durée 3 heures

XXX xxy
EXERCICE

Dans cette exercice, # = (e, ez, e3) désigne la base canonique de £ = R3; on rappelle que e; =
(1,0,0), e2 = (0,1,0) et e5 = (0,0,1).
On note f 'endomorphisme de R? dont la matrice dans la base canonique est

-2 5 2
A=| -1 4 2
2 =10 -5

On pose g = f +idE.
1. Calculer f(z,y,z2) et g(z,y,2) pour tout (z,y,z) € R3. Déterminer la matrice de g dans la
base #.
2. On pose u; = ey, uz = (f +idg)(u1) et ug = 2e; + e3. Montrer que #; = (u1, ug, u3) est une
base de R3.
3. (a) Ecrire la matrice T de f dans la base %;.
(b) Ecrire la matrice de passage P de la base canonique  la base % et calculer P~".
(c) Exprimer alors A a 'aide des matrices T, P et P~ L.
4. On pose J = I3 + T ou I3 est la matrice identité d’ordre 3.
(a) Calculer J2.
(b) Montrer que que pour tout k € N*, T% = (—1)*(I — kJ).
(c) En déduire 'expression de A* pour tout entier naturel non nul k.

5. APPLICATION : Déterminer les suites réels (up)nen, (Vn)nen €t (wy)nen en fonction de n,
sachant que up = vgp = 0, wy = 1 et pour tout naturel n € N*

Up = —2Up_1 + dVp—1 + 2wp—1
Vp = —Up—1 + 401 + 2wp_1
Wy = 2un_1 — 102)n_1 — 5wn_1

Poser X,, = Up,

PROBLEME

On note E I'espace vectoriel des fonctions de classe € sur R a valeurs dans R. On note D 'appli-
cation définie sur E, et a valeurs dans E, qui a toute fonction f de E associe D(f) = f’, sa dérivée,
ainsi que Id l'identité de E, vérifiant Id(f) = f pour toute application f de E.
Dans la suite du probleme « désigne un réel non nul et on note F,,, I'ensemble des fonctions de £
de la forme

r — P(z)e™ + Q(z)e” "

ou P et Q sont des polynomes de degrés inférieurs ou égaux a 1. On note id,, I'application iden-
tique sur F,.
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1. (a) Montrer que F,, est un sous-espace vectoriel de E.
(b) On considere les fonctions suivantes :

« ax

fiizr—e®, fo:zr—xe™, fy3:ixr—e *, fiix— zE”

Montrer que la famille # = (fi, fa, f3, f4) est une base de F,.
On note D, la restriction de D a F,, c’est a dire I’application définie sur F,,, qui a toute
fonction f de F, associe D, (f) = f’, sa dérivée.

2. (a) Montrer que D est un endomorphisme de E. Déterminer son noyau et son image.
(b) Montrer que D,,, est un endomorphisme de F,.
(c) Déterminer M,, la matrice de D,, dans la base .
(d) Montrer que la matrice M, est inversible.

3. Soit A un réel. Déterminer en fonction de A le rang de 'endomorphisme D? — \id,,.

4. (a) Déterminer une base du noyau de D2 — o?id, et une base de I'image de D2 — a?id,.

(b) Déduire de 4.(a) que pour tout f de F,,, on a l’égalité :
(D2 — a%idy)*(f) = 0.

(c) Montrer que D2 — 202D, + a%id,, = 0 et en déduire D, !.

5. (a) On se place désormais dans E. Résoudre sur R 1’équation différentielle :
y'(z) — aPy(x) = 0.

(b) Déterminer le noyau de D? — o?Id.

(c) Montrer que pour toute application f, appartenant au noyau de (D? — o%1d)?, il existe
un couple de réels, (A1, A3), tel que (D? — a?Id)(f) = \.fi + A3 f3, puis que I'application

N, N
g=f—5 Ltg fa
appartient au noyau de D? — o%Id. En déduire le noyau de (D? — o?1d)?.
6. Résoudre sur R I'équation différentielle :
yW(z) — 207" (2) + a’y(z) = 0.

ot I'on note y®* la dérivée quatrieme de la fonction z — y(x).

7. Soit & I'équation différentielle définie sur R par :
yW(z) — 20" (2) + y(x) = 2 — 122 4 2.

(a) Montrer que & posseéde une solution polynomiale et la déterminer. On notera par la
suite fy, cette solution polynomiale.

(b) Soit f une solution de & ; montrer que f — fo est un élément du noyau de (D? — Id)? et
en déduire I’ensemble des solutions de & sur R.

FIN DE L'EPREUVE
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