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Exercice 1

Soienta =3n+1letb=2noun € N*\{1}

1. Montrer quea Ab=2A (n—1).

2. En déduire les valeurs de n pour lesquelles a et b sont
premiers entre eux.

Exercice 2

Soient a = 7n* +5n+1etb = 7n + 3. Montrer que :
VneIN,anb=1.

Exercice 3

1. Montrer que, Vb € IN, b > 2, les entiers b? etb — 1 sont
premiers entre eux.

2. Résoudre dans Z x Z I'équation : b?x + (b — 1)y = 1
oubeN,b>2.

3. Application : Résoudre dans Z x Z 1’équation 9x + 2y =
1.

Exercice 4
Soit dans Z x Z l'équation 13x 4+ 31y =1 (1)

1. a) Dire pourquoi l’équation (1) admet des solutions
dans Z x Z.

b) En utilisant I’algorithme d’EUCLIDE, déterminer une
solution particuliere (xg, o) de (1)

2. a) Montrer que :
(x,y) solution de (1) <= 13(x — xp) = 31(yo — v)
(2)
b) En utilisant le théoreme de Gauss, déterminer les solu-
tions de (2). En déduire toutes les solutions de (1).

Exercice 5

1. Soit m € Z. Résoudre dans Z x Z 1’équation mx +
2m+1)y =2.

2. Application : Résoudre dans Z x Z 1'équation 3x 47y =
2.

Exercice 6

Montrer que pour tout € N, (34 v/5)" + (3 — v/5)" est
un entier divisible par 2".

Exercice 7

1. Montrer que pour tout entier naturel r, 5/2%° 4 371,

2. Montrer que pour tout entier 1, 30/n° — n.

3. Quel est le reste de la division euclidienne de 16"

par7?

Exercice 8

1. Soient a > 2 et n > 2 deux entiers. Si a” — 1 est un
nombre premier, montrer que a = 2 et que n est pre-
mier.

2. Soit n € IN*. Si 2" + 1 est premier, montrer que n est
une puissance de 2.
Exercice 9

Soit A la somme des chiffres de 4444*44 ( écrit dans la base
10 ) et B la somme des chiffres de A. Que vaut C, la somme
des chiffres de B? (C = 7)

Exercice 10

1. Montrer que I'ensemble des nombres premiers est infini.

2. Pour tout entier n, on pose F,;, = 22" 11 ( nombres de
FERMAT)

a) Montrer que les nombres (F,), € IN sont premiers entre
eux deux a deux.

b) En déduire une autre démonstration du fait qu’il y a une
infinité de nombres premiers.

Exercice 11

1. Montrer I'équivalence
Va€ZbeZ,aNb=1+a* AD* =1

2. a) On suppose a et b quelconques. Montrer que a* A
b* = (a Ab)>.
b) Application : Déterminer 144 A 81.

Exercice 12

1. Soit n = py! olt py est premier et a; € N,
Quels sont les diviseurs de n dans IN? Quel est leur
nombre?
X1 ,02

2. Soit n = pi'py*..p*, pi premier et o; € N*, p; # pj
pour i # j.
Montrer par récurrence sur k que le nombre de diviseurs
de n dans IN est

d(n) = (1+a1)(1+ ap)..(1+ ag)

3. Application : Calculer d(n) dans le cas ot n = 360.

Exercice 13

1. Déterminer x pour que : 1x2" = 2x1°

2. Ecrire 7x + 1 dans la base 5
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Exercice 16

1. Soit m € IN* et a un entier naturel divisible par m. Mon-
trer que Vb € N

a + b divisible par m <= b divisible par m

2. Montrer que pout entier naturel 1, 10" — 1 est divisible
par 3.
3. Soit x = ann,l...rlrolo
a) Montrer que :
n—1
x est divisible par 3 <= g, + Z r; est divisible par
i=0
3
b) Montrer que :
x est divisible par 4 <= 2r; 4+ r( est divisible par 4
4. Application : Le nombre 1345689401572 est-il divisible
par 3? par 4?.

Exercice 15

Soient 2 un entier naturel et m un entier impair.
1. Montrer que a + 1 divise a™ + 1.
2. Soit g4 un nombre premier.
a) Démontrer que (a+1)7 = a7+ 1[g].
b) En déduire que : a7 = alg].
3. Soit n un entier supérieur ol égal a 2, posons a, =
(n)? 41
a) Démontrer que a, est impair.

b) Démontrer que a, admet un diviseur premier p stric-
tement supérieur a n.

¢) Supposons que p s’écrit sous la forme p = 4k + 3.
Montrer que a,, divise (n!)?2+1)
(n)P 4+ nl.

d) Déduire que p ne peut pas s’écrire sous la forme
p =4k +3.

+ 1 et que p divise

4. En déduire que la suite (41 + 1),cN admet une infinité
de nombres premiers.

( Nombres de FIBONACCI) Considérons la suite numé-
rique (fn)n>1 définie par la relation de récurrence :

(1) Vn>3, fa=fo1+fuo e fi=fr=1

Cette suite est appellé la suite de Fibonacci et les termes de
cette suite sont appelés nombres de Fibonacci.

1. Montrer que :

(2) A+fot et fo=fura—1
2. Montrer que :

B) f+f+tfa=fufan
3. Démontrer la formule :

(4) f;% = fnflfn+1 + (_1)n+1
4. Montrer que Vn € N*, Vm € Nona:

fmtn = fmr1fo + fmfn-1-

5. Montrer que si m divise n, alors f,; divise f,.

6. Montrer que tout terme de la suite de Fibonacci est pre-
mier avec son voisin, c’est a dire

pged(fu, fur1) =1

Vn > 1.
7. Montrer que

Png(fm/fn) = fpgcd(m,n)'

En déduire I'équivalence : m divise 7 si et seulement si
fm divise f.
La derniere proposition affirme le pgced de deux nombres
de Fibonacci est aussi un nombre de Fibonacci et que, de
plus, ce n’est pas n'importe lequel : le rang du pgcd est le
pged des rangs.

1. Le nom de suite de Fibonacci a été donné par I’arithméticien francais Edouard Lucas en 1817, alors qu’il étudiait ce qu’on appelle aujourd’hui
les "suites de Fibonacci généralisées" obtenues en changeant les deux premiers termes de la suite de Fibonacci et qui suivent le méme procédé de
construction. La plus simple d’entre elles, dont les deux premiers termes sont 1 et 3, s’appelle aujourd’hui ... la suite de ... Lucas! (Elle commence par 1, 3,

4,7,11,18,29, 47, ...). Les suites de Fibonacci et de Lucas sont tres liées.
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