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SERIE 1n°10

Entiers naturels. Dénombrement

Exercice 1

Année scolaire 05/06

Exercice 8

Soita € IN* et n un diviseur de a dans IN. Montrer 1'équi-
valence suivante :

n/b<=n/(a+b)

Exercice 2

Déterminer le cardinal de I’ensemble des relations binaires
dans un ensemble E a n éléments.

Exercice 3

1. Soit E un ensemble a 1 éléments. Calculer le cardinal de
’ensemble des couples (P, Q) tels que PUQ = E.

2. Soit E un ensemble fini & n éléments et P(E) l'en-
semble de ces parties. Quel est le nombre de couples
(X,Y) e P(E) x P(E) telsque X C Y?

Exercice 4

Soit E un ensemble. Montrer que si P(E) est fini, alors E
est fini.

Exercice 5

1. Montrer que Vm > 1 Vn >1 0 = ("

2. Montrer que " = C" ;| + Ef_ﬁl etCy =Cy ,+ ZEZH:; +

n n—

Cm72
( gnzisolant un élément a de E, puis deux éléments a et b
de E)
m=n
3. ) Gy =2" (Soit ¢ la fonction caractéristique d’'une

m=0

partie A de E, on montrera que l'application de P(E)
dans l'ensemble des fonctions caractéristiques défi-
nis sur E A — ¢4 est une bijection, et on calcu-
lera card F(E,{0,1}). En déduire que cardE = n =
cardP(E) = 2").

Exercice 6

Soit E un ensemble, f : E — E une involution, C’est-A -

dire f2 = Idg, A = {x € E/f(x) # x}. Soit R la relation
définie sur E par:

xRy < (y=x ou y = f(x))

1. Montrer que R est une relation d’équivalence.

2. On suppose A fini, montrer que card A est pair.

Exercice 7

n p-1
Calculer les sommes suivantes: Y ijet ) [](i+j).
i+j=n i=1j=0

Trouver toutes les applications f : IN — N strictement
croissantes telles que :

f(2) =2et¥(m,n) € N?, f(mn) = f(m)f(n)

Exercice 9
Soit I'application
f: NxN — N
(ra) — flpq) = pra)lpta+l) +p

2
1. Montrer que :
VgeN, f(g+1,0) = f(0,q9)+1

et
VpeN',geN, f(p—1,p+1)= f(pq) +1

2. Montrer par récurrence sur n que f est une bijection
( on montrera que Vn € IN,3!(p,q) € N x N tel que

f(p,q) =n.

Exercice 10

Soit f : (N, <) — (IN, <) une application croissante,
c’est-a-dire

x<y=f(x) < fy)
On suppose que f est une bijection
1. Montrer par récurrence sur n que Vn € IN, f(n) > n.

2. Montrer que f est 'application identique ( on pourra
faire un raisonnement par ’absurde et considérer A =

{n e N/f(n) #nj).

Exercice 11

1. Montrer que, pour tout (1, p) de N? tel que n > p
- _ 1 si n=p
Y (— 1) kALY :{ |
= n=k 0 si n>p

n
2. Soit (x4 ), une suite réelle. On pose y, = ) CKx.. Mon-
k=0
trer que Vn € N

(—1)"x0 = Y (—1)Chye

k=0
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Exercice 12

Soit 7 un entier naturel supérieur ou égal a 2.

1. Calculer le cardinal de 'ensemble E des couples (i, f)
d’éléments de [1, 1] tels que i < j.

2. En déduire le cardinal de ’ensemble E’ des couples (i, )
d’éléments de [1, 1] tels que i < j.

3. Retrouver larelation:1+424 ... +n = @

Exercice 13

Soit E ensemble non vide et A partie de E fixe on définit
I'application suivante :

f+ P(E)
X =

—  P(A) x P(A)
(XNAXNA)

1. Montrer que f est bijective en déduire que :

(1) V(n,m,p)e N3, i Eﬁﬂﬁf" =CP

n-+m’ P S n+m
k=0

n 2
En déduire la valeur de Z (C’,ﬁ) en fonction de n.
k=0
2. Montrer la relation (1) en calculant de deux maniéres
(1+2x)"(1+x)™

Exercice 14

Soit (1, ),>s0 la suite définie par la relation suivante :

Uy = ?((H\TS)" —(1-5)")

1. Montrer que pour tout 7, le terme u,, est entier.
2. Monter que pour tout n, on a 42 = 2uy, 11 + 4uy.
3. Montrer que pour tout n, l'entier u,, est divisible par 2".

Exercice 15

( Combinaisons avec répétitions ) Soit E un ensemble fini

ayant n éléments (n > 1), et ¢(E,r) (resp.cj/(E,r)) I'en-

semble des applications f de E dans l'intervalle [0,7] de N

telles que ) f(x) <7 (resp.)  f(x) =r). Un élément de
x€E x€E

4 (E, r) s’appelle parfois combinaison avec répétition de n

objetsrar.

ENTIERS NATURELS. DéNOMBREMEh

1. Choisissant un élément a de E, prouver que l’applica-
tion :

9: C(Er) — &E\{a}r)
f —  f/E\{a}
est bijective.

2. En déduire la formule :

card¢(E,r) = card¢(E\{a},r) + card¢(E,r — 1)

3. Montrer que : card¢(E, r) = C],,. (raisonner par récur-
/
rence sur n + t ), calculer aussi card¢ (E, ).

4. Montrer que le nombre de suites (xq,xy,...,xp) € IN?
qui sont solutions en nombres entiers positifs de 1'équa-
tion x1 +x2 + ... + xp = n (p et n fixés ) est Czﬂjfl.

Exercice 16

Etant donné une progression arithmétique :
a0 = a1 +71,..,08; =0;_1+71,., 0 = ay_1 + 7
On pose
Sp = (a1)F + (a2)%) + ... + (an)?

1. En développant pour 2 < i < n, (a; + )P par la for-
mule de bindme, trouver une relation entre Sy, Sy, ..., S p-

2. Appliquer les calcules précédents que cas a; =r = 1 et
démontrer

51:1+2+...+n:w
Sy =12422+ . 4n?= "(”+1)6(2"+1)
1)72
S3=13+23 4. 4nd = [7”(”; )] = (51)?
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