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SERIE n°18

Déterminants

Exercice 1

Année scolaire 05/06

Exercice 5

Calculer les déterminants suivants :

2 4 0 2 1 1 _22 _27

3 12 -4 |, o -2 5 |, 1 5

1 5 =2 1 4 -3 0 _2
Exercice 2

Donner une expression aussi simple que possible des dé-
terminants a éléments dans R :

1 1 1
A=|a+b c+a b+c |,
ab ca be
2a 2b a—b—c
B = 2b b—c—a 2b
c—a—> 2c 2c
(b+c)? v 2
C= a? (c+a)? 2 ,
a? v (a+1b)>
o 1 1 1
1 0 a* V?
E= 1 a2 0 ¢
1 ¥ 2 0
Exercice 3
o
1 cosa tan—
Vérifier que : | 1 cos B tang | = 0, avec a, 8,0 des

1 tan —
cosy tany

réels compris entre 0 et 77 et de somme 7.

Exercice 4

pour tous ay, ay, ..., 4, € K, onnote :

2 -1
1 m a% eay X
1 a ay -+ ay
V(ay,ay,...,a,) = .
2 -1
1 a, a;, --- a
( déterminant de VANDERMONDE de a4, 4y, ..., a4y, ).
Montrer que V(ay,a,...,a,) = H (aj —a;).

1<i<j<n
Dans les exercices suivants ( 11 a 15 ), on cherche une re-
lation de récurrence entre D, et D,,_1 ou entre D,,, D,,_1,
D,_».

O OoON

Soit 2 € R. Pour tout n € INx, calculer le déterminant
d’ordre n :

1 a 1 0 0
N 1 a2 1
5 Dy(a) = 0 1 0
6 e 1 a. 1
0 --- 0 1
Exercice 6

Soient x € K, (ag, a1, 4y, ...,a,) € K". Calculer le détermi-
nant, d’ordren + 1 :

ao ai ap ap—1 an
-1 x 0 0 0
0 -1 X 0 0
Dy(x) = .
0 0 -1 x 0
0 0 0 -1 x
Exercice 7
Calculer Dy, (n > m —1, CP coefficient binomial ).
1 2 Lt
2 —
1 nil G Gt
Dn,m - . .
. -1
1 }H—m—l 31+m—1 Brrszrmfl
Exercice 8

Calculer le déterminant D, (x), d’ordre 1, dont tous les coef-
ficients sont égaux a 1 sauf ceux de la diagonale principale
égauxal+x.

Exercice 9

Calculer le déterminant D, (x), d’ordre 1, dont tous les coef-
ficients sont égaux a x sauf ceux de la diagonale principale
égaux a —1.

Exercice 10

(r) étant une famille de n éléments de K, on pose :
flx)=(r1 —x)(ro — x)...(rn — x).

et on appelle D, le déterminant, d’ordre #, dont la k-iéme
ligne est

b.bria.a

1 est sur la diagonale principale.
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1. Sia # b, calculer Dy, ( Indication : on pourra considérer 2. Calculer U,U, ( U, la matrice conjuguée de U, ). En

le déterminant Dy, (x) obtenu a partir de D;, en ajoutant déduire que Uy, est inversible, et déterminer U, .
xa dllacflue terze, ethontrer que Dy (x) peut se mettre Calculer | det U, |2. puis | det U,,|.
sous la forme Ax + B.) 3. a) On pose ¢, = 2 (i + j). Calculer ¢, en remar-
2. On suppose K = R. calculer D, sia = b. 1<i<j<n
3. Sia = b et K quelconque, calculer D,. quant que :
Exercice 11 LU
Soient aq, ay, ..., a, 1 nombres complexes (n > 2), on pose : 1§§gn(l +7)=2c,+2 g].
Vulay, ay,...,a,) = (& :)1<i i ,avecuc'-:ai._1
nla, 02 n) = (@)isijen K b) En utilisant ce qui précede, ainsi que l'égalité :
et e —1 = 2ie% sin %, montrer qu'un argument de
Kn(a1,az, .,an) = (Bij)1<ij<n, avec detU, est (3n —2)(n — 1)5.
o ll]'_,'_H si ] > i 4
Bij= Apyjoiy1  sioj<i 4. Dans cette question, by, by, ...,b, sont des complexes
quelconques. On leur associe le polynA'me ¢ défini
on pose enfin : par :
i =by +boz+ ...+ b L.
U, = Vu(1, wn,w%,..., wﬁfl), avec w, = eZT. 9(2) 102z e ez
a) Calculer la matrice K, (by, by, ..., by )Uy,. En posant :
ap 4dy as
Par exemple : K3(aj,a3,a3) = |a3 a3 ap | et Uy = Ky (b1, b2, ooy bu) Uy = (i )1<i j<n
a dasz dap
1 1 11 ) on exprimera simplement ; ; a I'aide de w,(f*l)(j -
1 —1 —1 ];1
1 -1 1 -1 etde ¢(wn )
1 —i -1 i b) Calculer U, 'Ky (by,by,...,.by)U,. En déduire
1. Montrer que det Vy,(ay,ay, ..., an) = H (a]' —a;). det Ky (b, by, ..., bn).
b
lgz’lgr]zfl
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