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SERIE n°19

Intégration sur un segment

Exercice 1

Année scolaire 05/06

1
Soient u et v les zéros du polynome x> — x + 10" Vérifier

que, pour tout polynéme P dont le degré n’excede pas 5,
ona:

(1) /olp(t)dt _ 1i8 (SP(u) 48P (;) —|—5P(v)> .

Exercice 2

Soit f une fonction continue sur le segment [a, b], a valeurs
positives; soit C le graphe de f dans un plan euclidien
rapporté a un repere orthonormé; soit A la partie du plan
limitée par C et par les droitesy = 0,x =aetx = b.

Le naturel n étant donné, on partage A en n domaines
d’aires égales en utilisant des paralleles & 1’axe (Oy) dont
on désigne les abscisses par

a= X0, X1, Xn=0"0
Etudier la suite dont le terme général est

tn = S[F () + F(2) + ot F )]

n

Exercice 3
Etudier la suite dont le terme 1,,, de rang n, est :
1 & kr n=l 1
9 1y Ksin () Y
) n k:Zl n ) k:zl V2 — 2
1 "
c) o [TGa+k)

1
d _ b
) Z;na—i—ib' a,b>0

n n
T k=1 i=1

Exercice 4

Soit f une fonction définie sur [0, 1], de classe C?. Détermi-
ner deux constantes a et b telles que :

/Olf(t)dt—i:ifG) —Z+nbz+o(nlz>.

=0

Exercice 5

E désigne I'ensemble des fonctions continues sur [a, b],
a < b, qui ne prennent que des valeurs strictement po-
sitives. Soit ¢ I'application de E dans R qui, a la fonction f
de E, associe

o) = ([ wax) ([ izar)

1. Montrer que ¢(E) est une partie non majorée de R.

2. Montrer que ¢(E) admet une borne inférieure et trouver
toutes les fonctions f de E telles que ¢(E) est égal a cette
borne inférieure.

Exercice 6
Soient a et b des réels tels que : ¢ < a < b. Montrer que

a2
Ja Int " Inb’
Exercice 7

2 x

sin cos? x
Calculer I'intégrale / arcsin(v/t)dt + / arcsin(v/t)dt.
0 JO

Exercice 8

1
(14 xm) /T + 27

Calculer les primitives de f(x) =

_ cosx+2sinx

flx) =

sinx —cosx
Exercice 9

Partie I : Quelques propriétés des intégrales de WALLIS

n = /7 cos(x)dx.
0
Le but de cette partie est de d’établir que n@ Vnl, =

7T

2

n+1
1. Prouver la relation de récurrence : ;4o = n7121" pour
toutn > 0.

1 I
2. En déduire que 212 < ”I—HH

< 1 et en conclure que
InJrl ~ Ii’l'
3. Montrer, par récurrence, que
T
(n+ 1)1 = 7 pour tout 1 > 0.

4. Conclure.
Partie II : Le but de cette partie est de prouver que
X
lim e 'dt = ﬁ
x—+00 J( 2

1. Etablir que pour tout v > —n = (1 + %)” < e’ pour
toutn € IN
2. En déduire, pour tout t € [0, /1], que:

2\ " 2\ "
(1—t> <e < (1+t)
n n

3. Montrer que

v 2
/ ! <1 — t) dt = \/ﬁIZ;/H,]
0 n

(poser t = y/nsin6).
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4. Montrer que

i 2
/0 (1+t>dl’<f12n2

(poser t = y/ntan6).
5. Conclure.

Exercice 10

1 XN
Soit I, = / dx. Montrer que lim I, =0, trouver
o 1+x n—s—+oo
1
un développement limité de I, a l'ordre 2 en - ; généraliser.

Exercice 11

Calculer / P(x)e"*dx ot1 P est une fonction polynA me de

degré n. Appliquer a / x3e?*dx.

Exercice 12

dx,

x4 4x
/ (x2—-1)

" X
Calculer les primitives : / :
alculer les prlml 1ves . x3 — 3x + 2 X

Ccos 2x

d
/x4+4x—|—1' sin x + sin 2x

Exercice 13

Soit f : [a,b] — C intégrable; pour tout n € IN on consi-
b
f(x)e™*dx. Montrer que hm I =0.0n

considérera d’abord les cas d’une fonctlon en escaher on
étudiera de mA*me les limites de

dere I, =

b b
Jn = / f(x)cosnxdx etde K,, = / f(x) sinnxdx.
a a

Exercice 14

Soit f une fonction continue positive sur [a, b]. On désigne
par M la borne supérieure de f sur [a, b].

b
1. Montrer que [/ f”(x)dx}% <M(b— a)%.
Ja
2. Montrer que :

1

b n
VA >0,3y >0: {/ f”(x)dx] > ;ﬁ(M—/\).
a
En déduire que :

dim be”(x)dxr — M.

Exercice 15

S Soit f wune fonction continue sur R. Calculer
1
o . nofu
lim — x +t)dt.
< M %f (x+1)
% Exercice 16
é Soit f une fonction strictement croissante, continue sur
o

[0,4] (a > 0)et f(0) =0.Onposeg = f!

INTEGRATION SUR UN SEGMEN

1. On considére la fonction F définie sur [0, a] par :

9= [ soacs [ g

Montrer que F est dérivable et a une dérivée nulle;

dt — xf(x).

a) en supposant que f est dérivable;
b) en utilisant la définition de la dérivée, dans le cas
général.

2. Montrer que pour tout (u,v) € [0, a]

x [0, f(a)] on ait:

w < /Ouf(t)dt—i—/ovg(t)dt

En déduire quesip > letg > 1alors:;+;=1:

Exercice 17

Soit f une fonction continue sur [0,1]. Montrer que

1
. n -
nngn/() FE(H)dE = (1)
Exercice 18
Soit f : [0,1] —]0, +oo[ une fonction continue. xg = 0 <
x1 < .. < x, = 1 une subdivision de [0,1] telle que :

x;
Vjie{0,1,..n— 1}/ " f(t)dt = ¢ (c constante)
i

10 /1 tf(t)dt

nlg)nooﬁzx] /f

Exercice 19

Montrer que :

Soient f et g deux fonctions continues sur un segment [4, b],

(a <D).

1. Montrer que l'inégalité de SCHWARZ est une égalité si
et seulement si f et g sont liées.

2. Montrer que

¢/ﬂb(f+g)2§ \//abf2+\//abg2-

Inégalité de Minkowski.

Exercice 20
Méthode de trapezes : La méthode de trapezes appliquée a

b
/ f relativement a la subdivision ¢ = (a;);¢(g ) consiste a
a

i)rendre pour valeur approchée de cette intégrale :

() = 1 C”;ﬂ +Zf@>

Si f est de classe C? sur [a, b], montrer que :
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Exercice 21

1. Soit f et ¢ deux fonctions sur [4, b]. On suppose que g et
positive et non identiquement nulle sur [a, b].
démontrer qu’il existe ¢ € [a, D] tel que:

b b
| Fingtnar = rie) [ gioat

: M.TARQI
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INTEGRATION SUR UN SEGMEN

2. Application : Soit f une fonction continue sur [0, 7t].
Montrer que :

lim

Jim [ flsinmaddx = 2 [7
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