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SERIE 1°20

Intégration sur un intervalle quelconque

Exercice 1

On donne
1

(2 +1)(Vx+1)

1
1. Démonter que les intégrales I = / f(r)dt et | =
0

la fonction définie par

flo) =

+o0
f(t)dt existent.
1

2. Pour x > 0 on définit la fonction F par F(x) =
1
/ F(H)dt.
y 1
Effectuer le changement de variable u = n dans l'inté-
grale F(x).

Calculer F(x) — F( ;) ; en déduire 1'existence et le calcul

—+o00
de l'intégrale K = f(t)dt.
0

Exercice 2

1. Pour x réel positif et n entier naturel, on pose :

+oo eft
F(x) = / dt
0 x+t

et

1 1 2!

R

x"

Montrer que F(x) existe et est compris entre S, (x) et
S n—1 (x) :
2. Utiliser ce résultat pour calculer une valeur approchée

de F(5), avec une erreur absolue aussi petite que pos-
sible.

Exercice 3

1. A tout couple (a,b) de réels positifs ou nuls (0 < a < b),
on associe les suites numériques (a, ), et (b,), définies

par:

apg—=4a
{ an_l’_] =V anbn, ne IN

by="0
et 1
bn+1 = z(ﬂn+bn), nelN

2. Montrer que les suites (a,), et (b, ), convergent et ont la
mA®me limite. Cette limite qui est en fonction de (4, b),
et qui ne peut étre explicitée en général, sera notée I(a, b)

3. Former une relation simple entre les intégrales
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+oo dt
Hab) = /o NI

Vab dt
Ja,b) = /0 V(82 +a2) (12 4 b2)

ab — 2

Faire dans J(a, b) le changement de variable u = o

et en déduire
I(&l,b) = 1(611, bl) = ..= I(an,bn)
4. Exprimer I(a,b) en fonction de I(a, b).

Exercice 4
to  gint

0 /t+cost
to sint

\/f—l—cost

Montrer que l'intégrale I = dt est semi-

convergente. C’est-a-dire | =
—+o00
et] = /
0

Montrer que l'intégrale I / te_fnt dt existe. Calcu
u = —_— . -
d & 0 (1+1t4)3

dt converge
sint

—— | dt diverge.
V't +cost 8

Exercice 5

ler sa valeur. 11
De mA®me pour l'intégrale | = / 2 In(1 — #2)dt.
0

Exercice 6

+oo 2
Existence et calcul de I'intégrale de Gauss I = / e " du.
0

1. On pose:
X o 1 o= (P+1)x?
F) = [ edu et Gl)= [ p——at
()= [ edn et G = [ g
Montrer que la fonction G est dérivable sur R. Calculer
G'(x) et en déduire une expression de G(x) en fonction

de F(x).
2. Conclure.
Exercice 7
On donne une suite de fonctions (f,,),enN définies par :

Vn € N, fn(x):/on

fn étant considérée comme intégrale d"une fonction définie
et continue sur [0, 7t].

1. a) Calculer f,(0).
b) Donner I'ensemble de définition D de f,.
¢) Indiquer si f, est paire ou impaire.

cos nt
1— xcost

2. On suppose dans cette question que n est strictement

positif.
paGE 1/[ Illj
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a) Démontrer que pour tout entier k strictement positif,
il existe k + 1 nombres agy, a1, ..., axk, tels que pour
tout x réel

k
ko _
cos* x = Z‘aap/kcos px.
p:

Calculer ay;. En déduire pour tout entier k tel que
1 < k < nlavaleur de l'intégrale

Tk
I :/ cos" t cos ntdt.
0

b) Démontrer que pour x de D, il existe une fonction
€x qu’on déterminera telle que pour tout t € [0, 77| :

1

———— =14xcost+..+x"cos" t + x"e(t)
1—xcost

avec lim ey (t) = 0.
x—0

¢) Utiliser les résultats précédents pour donner le dé-
veloppement limité de f, en 0 a l'ordre n.

3. a) Calculer fy(x) en effectuant soigneusement le chan-
gement de variable u = tan ! Caleuler x f1(x) en
fonction de fy(x); en déduire f;(x).

b) Pour tout x € D exprimer x[f,42(x) + fu(x)] en
fonction de f;,11(x).

4. On prend « €]0, g[

a) Montrer que fy(sina) = -

b) Démontrer que pour tout entier naturel n on a :

(5 2 () - (kiins)

0 1
¢) On pose A = (1 2 ) Soient V; =
N Sinofx
sin | ~ cos (=
2 et Vo = ) ( z{ |. Montrer que
cos (5) sin (§>

B = {V;,V,} est une base de R?, en déduire la ma-
trice D telle que A = PDP~ !, avec P la matrice de
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passage de la base canonique a la base B.
Calculer A", pour n € IN*.
En déduire f, (sinw).

5. Calculer f,(x).

Exercice 8
Pour a € [0, 7] et n € IN, on considere

a4 o
In(ll)—/o s1nnxdx

sin x

1. Calculer I,, 11 (7r) — I,_1(7r) ; en déduire I,,(7r) pour tout
n.

2. Pour a €]0, [, comparer I,(a) et I,(7t — a); montrer
que

lim [ly1(a) = In(a)] =0

n—s—+0o0
puis que
. T

lim I,(a) = =.

n—->+00 2

3. Déterminer )

. 2 sinnx
lim dx

n—-+o0 JQ X

et en déduire la valeur de I'intégrale

+° gin x
/ dx.
0 X

Exercice 9

2. Relation entre f(x) et f(x —2).
3. Calculer f(n), pour n naturel.

4. Montrer que la fonction g déterminée par

5. Montrer que f(x) =~ 4/ % au voisinage de +co.

1. Variation de la fonction f déterminée par
1 tx

—dt.
Jo /1—12

8(x) = xf(x)f(x—1)

admet la période 1; en déduire qu’il s’agit d'une
constante.
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