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ESPACES EUCLIDIENS

Exercice 1 Déterminer une base orthonormale de vecteurs propres pour la matrice symétrique A = (asj)1<i,j<n
dont tous les termes sont nuls, sauf les termes suivantes égauxa 1:

a1,1,0n,2,An—1,3, Gn—2,4; ---, 42 n-
Exercice 2 Soit F' le sous-espace de R* euclidien défini par les équations :
1+ 2o+ 23+ 24 =0ty —20+23—24=0
Déterminer la projection orthogonale sur F' et pour x € F, calculer d(z, F).

Exercice 3 Soit £/ un espace vectoriel euclidien orientée de dimension 3 et u € E un vecteur non nul. On considere
l'application de E dans E définie par :
fre—uiz

1. Montrer que f est un endomorphisme de E.
2. Déterminer l'image le noyau.
3. Déterminer f*.
4. Montrer que f? est diagonalisable et déterminer son spectre.
Exercice 4 On munit .#,(R) du produit scalaire canonique (X,Y) — Tr(*XY). Soit A € .#,,(R) et ¢4 'applica-

tion définie par :
VX € M(R),pa(X) =" AXA

Montrer que ¢4 est un endomorphisme de .#, (R) et calculer I’adjoint (¢ 4)* de ¢ 4.
Exercice 5 Trouver a, b des réels tels que / (acost +bsint — t)2 dt soit minimal.
0

Exercice 6 On munit R3 de sa structure euclidienne canonique et on note (e1, ez, €3) sa base canonique. On note
w = 2e; + 3ez + e3 et 7 le plan vectoriel d’équation 2 + 3y + z = 0. On note s la symétrie orthogonale par rapport
au plan 7 et S la matrice de s dans la base (e1, e2, €3).

1. Donner une base (u,v) du plan 7 et justifier, sans calcul, que (u, v, w) est une base de R?.

2. Ecrire la matrice S’ de la symétrie s dans la base (u, v, w).

3. En déduire la matrice S.
Exercice 7 Soit E un R-espace vectoriel euclidien ( de dimension finie ), si u € E\{0} on note par s, la symétrie
orthogonale parallelement a Ru.

1. Montrer que

Ve e E, su(z)=x— 2T$||u2)u
u

2. Soit u,v € E\{0} et p,,, 'endomorphisme de E défini par
Pup(x) =2 — (v|z)u, Vo € E.

(a) Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de p, . Donner une condition nécessaire et
suffisante portant sur (u|v) pour que p,, soit diagonalisable.

(b) Donner une condition nécessaire et suffisante sur (u|v) pour que p,, soit inversible et déterminer son
inverse dans ce cas.

3. (a) Déterminer 'endomorphisme adjoint de p,, .

(b) Montrer que pour tout vecteur non nul u, il existe un unique vecteur non nul, noté 4, tel que py.
appartienne a 0(E) (le groupe orthogonal de E').
Expliciter @ en fonction de w.
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(c) Montrer que py.a = Su.
Exercice 8 Soit E un espace euclidien, et v un endomorphisme symétrique de E, c’est-a-dire que u vérifie

v,y € B, (u(z)ly) = (zlu(y)).
On note S la sphere unité de E et ¢ : S — Rl'application définie par p(z) = (u(zx)|z).
1. Justifier que ¢ atteint son maximum sur S. On désignera par z, un point ot ce maximum est atteint.
2. Soit y un vecteur unitaire orthogonal a . Pour ¢t € R, on pose

x(t) = (cost)zg + (sint)y et f(t) = (u(z(t))|x(t)).
Démontrer que f admet un maximum en 0.
3. En déduire que y est orthogonal a u(zo).
4. En déduire que x( est un vecteur propre de u.

Exercice 9 Soit A une matrice symétrique réelle d’ordre n ; on désigne par f4 I'endomorphisme de .#, 1 (R) cano-
niquement associé a A ; il défini, pour tout v € ., 1(R), par fa(u) = Au.
1. Justifier qu’il existe une base orthonormée de l'espace euclidien (.#, 1(R), (.|.)) formée de vecteurs propres
de fA.
Dans la suite, on note \1, A, ..., A, les valeurs propres de f 4 rangées dans I'ordre croissant et on désigne par (e1, ez, ..., €p)
une base orthonormée de vecteurs propres associés :

A1 < AQ <. < A’n. et .fA(ek) = )\kekr ke {1727 ,TL}

Pour tout k € {1,2,...,n}, on note Vj, le sous-espace vectoriel de My, 1 (R) engendré par les vecteurs (e, ez, ..., ex), et
F, Uensemble de tous les sous-espaces vectoriels de My, 1(R) qui sont de dimension k.

(Avlo) _ (Fa(o)le)

Si v est un vecteur non nul de ., 1(R) on pose R 4(v) = =

(v]v) (v]v)

2. Soitk € {1,2,...,n}.
(a) Calculer R(ey).

(b) Siv € V;\{0}, montrer que R4(v) < Ax et conclure que A\, = I‘r/laéo} Ra(u).
ue Vg

3. Soient k € {1,2,....,n} et F € F.
(a) Montrer que la dimension du sous-espace vectoriel F' N Vect(e, ..., e) est > 1.
(b) Soit w un vecteur non nul de F' N Vect(e, ..., €,,) ; montrer que R4(v) > Ag.
4. Btablir le résultat, dit théoreme de Courant-Fischer,
A = mi R .
L= 2 Loy )
Exercice 10 On désigne par A, les (n, n) matrices réelles telles que a,; = inf (4, 5), 1 <i,j <n.
1. Montrer que A,, posséde n valeurs propres réelles, distinctes ou confondues, dont aucune n’est nulle.
2. Soit I, le (n, n) matrice unité. On pose P, (z) = det(I, — zA,.
(a) Vérifier la relation
P, (x) = (2 —x)Pp_1(x) — Pr—a(x).
(b) Posant x = 2 — 2 cos(26), on écrit P, (2 — 2cos(26)) = Q, (). Vérifier que
cos(2n 4+ 1)6
() = ———.
@n(6) cos
(c) En déduire les valeurs propres de A,,.

3. Dans l'espace vectoriel R” rapporté a sa base canonique la matrice A4,, représente une forme quadratique g.
En utilisant ce qui précede, montrer que ¢ est une forme définie positive.
retrouver ce résultat en utilisant une décomposition de Gauss, qui fait intervenir les polyndmes de la forme :
& =k + Tpy1 + ... + Ty
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