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SERIE 1°4

Fonctions vectorielles

Exercice 1

Année scolaire 15/16

Exercice 7

Soit E un espace vectoriel sur K, de dimension finie, et
f : R — E dérivable en 0. On suppose que pour tout
x € R, f(2x) = 2f(x). Montrer que l'application f est
linéaire.

Exercice 2
Soit f : R — E une application continue é valeurs dans un
espace vectoriel normé (E, ||.||).

Montrer qu’il y a équivalence entre les énoncés :

1. f est dérivableen0;

f(2x) = f(x)
X

2. X — admet une limite en 0 dans E.

Exercice 3

Soit f : I — R une application définie sur un intervalle [
quelconque de R. On suppose qu’il existe deux constantes
réelles & > 1 et K > 0 telle que

Vx,yel, |f(x) = f(y)l < Klx—y["

Montrer que f est constante.

Exercice 4
Soit f :] — 1,1 = [~ IR? définie par :

1 1
(t2sint,t2cost) si—1<t<O0
(0,0)

flt) =

si 0<t<1.

Montrer que la fonction f est dérivable sur | — 1,1] et que
f'(] —1,1[) n’est pas connexe par arcs.

Exercice 5

Soit f : R — E une fonction dérivable en a € RR. étudier la
limite suivante :

lim (@) —af(x)
x—a X —a

Exercice 6

Soit f la fonction définie sur R par :

-1

e sit>0
t) = .
Uy {0 si t<0.

1. Montrer que f est indéfiniment dérivable sur R* et que

1\ =1

Yt > 0, f(”)(t) =P, <t> e, 0é P, est un polynéme,

dont on précisera le degré et le coefficient maximal.

2. étudier la continuité et la dérivabilité é I'ordre n en 0 ( é
droite ).

Soit n un entier naturel non nul et f un endomorphisme de
R". Considérons l'application ¢ de R dans R définie par :

Vit € R, ¢(t) =det(i+ tf)

0é i est I'identité de R". Montrer que ¢ est dérivable en 0
et calculer ¢'(0).

Exercice 8
Soit f : R — C continue et (a,b) € R?,a<b,on pose :

b .
g(x) = /a f(t—x)e'dt.

Montrer que g est de classe " sur R.

Exercice 9

Soit f : I — R une fonction dérivable. On suppose que f’

prend des valeurs strictement positives et des valeurs stric-

tement négatives et I’on souhaite établir que f’ s’annule.

1. établir que A = {(x,y) € I*,x < y} est une partie
connexe par arcs de .

2. Onnote § : A — R l'application définie par é(x,y) =

f(y) = f(x).
établir que 0 € §(A).

3. Conclure en exploitant le théoréeme de Rolle

Exercice 10

Soit(E, ||.||) un espace vectoriel normé et f : R — E de
classe ©? telle que f et f” soient bornées. On pose

Mo = || flleo et Mz = [|f"|co-
1. Soit x € IR. établir que pour touth > 0:

2My  hM,
! < 2o, V2
IF @l < =2+

2. En déduire
My = ||f’|\00 < 2/ M'Ms,.

Exercice 11
Soit f : [0,1] — E une fonction de classe C? telle que

f0)=f(0)=f(1)=0et|f1)] =1

Montrer en écrivant deux formules de Taylor que || f”|lc0 >

4.
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Exercice 12

FONCTIONS VECTORI ELLA

Exercice 15

Soienta € R, et f : [—a,a] — E une fonction de classe C2.

Montrer que Vt € [—a,a],

a® + 2
2a

sup || f"(£)]]-

/ 1
IFF O < 5 [1f(a) = f(=a)l[ + ue|—a,al

Exercice 13

Soit I un intervalle réel non trivial, et soit f € €2(I,R%)
telle que Vt € I, les vecteurs f(t) et f/(t) sont colinéaires (
on parle de mouvement é accélération centrale ). On note

o(t) = f() A F(1),

pourt € I.

1. Montrer que la fonction vectorielle ¢ ainsi définie est
constante sur L.

2. Montrer que s’il existe # € [ tel que la famille
(f(t'); f'(t')) est libre, alors ’ensemble image f(I) est
inclus dans un plan de R® (on a alors un mouvement é
trajectoire plane ).

Exercice 14

Soit I un intervalle réel non trivial, et soit f € €2(I,R%)
telle que Vt € I, f(t) # 0. On considere l'application ¢
définie sur l'intervalle I par

o(t) = lf (O, vtel

||.|| désignant la norme euclidienne.

1. Montrer que @ est de classe ¢ sur I, et que

S~ FOFD) oy

£l

( (.].) désigne le produit scalaire usuel ).
2. Calculer ¢ (t) pourt € I.

Donner un développement limité é 1’ordre 2 au voisinage

de ty = 2 de la fonction f :]1,+oco[— IR? définie par

f(t) = (t2 t3+4>
t—=1"t—1

Exercice 16 LA cYCLOEDE

1. Un cercle (¢), de rayon R > 0, roule sans glisser sur
I'axe (Ox). On note I le point de contact entre (¢') et
I'axe (Ox) et on note Q) le centre de (%) ( Q) et I sont

mobiles). M est un point donne de (¢’) ( M est mobile,

mais solidaire de (¢")). On pose t = ((W/I, (ﬁ)

y M

O ‘ I X

Déterminer une paramétrisation de la courbe décrite
par le point M (on prendra ¢ pour parameétre).

2. étudier et construire l'arc paramétré :

x = R(t —sint)
{ y = R(1— cost)

ou R est un réel strictement positif donne.
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