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SERIE n°5
Calcul différentiel

Exercice 1

Calculer la différentielle de 'application f : C* — C définie
1
par f(z) = o

Exercice 2

Soit E; 1’espace des polynomes de degré inférieure ou
égal é n. étudier la différentiabilité des applications P —

/01(193(1&) — P2(t))dt et P —s P’ — P2,

Exercice 3

1. Soit f : ., (R) — .4, (R) définie par f(M) = M?. Jus-
tifier que f est de classe ¢! et déterminer la différentielle
de f en tout M de ., (R).

2. Soit f : .4, (R) — R définie par f(M) = Tr(M?>). Justi-
fier que f est de classe ¢ et calculer la différentielle de
f en tout point M de .#,(R).

3. Déterminer la différentielle en I,, puis en M € GL,(R)
de 'application f : M — M1,

Exercice 4

Soit f une application de classe % sur IR. Calculer les dé-
rivées (éventuellement partielles) des fonctions suivantes :

L g(x,y) = f(y,x).

2. g(x) = f(x,x).

3. 8(x,y) = fy, f(x,x)).
4. g(x) = f(x, f(x,x))

Exercice 5

Soit f : R®> — R une fonction de classe ¢! et soit
g: R3? — R la fonction définie par:

Montrer que
98, 98,98 _
ax dy 0z 0

Exercice 6

+

Soit f : R> — R la fonction définie par

x%y + 33
flx,y) = W

£(0,0) = 0.

1. La fonction f est-elle continue en (0,0) ? Justifier la ré-
ponse.

pour (x,y) # (0,0),
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2. La fonction f admet-elle des dérivées partielles par rap-
port é x, é y en (0,0) ? Donner la ou les valeurs le cas
échéant et justifier la réponse.

3. La fonction f est-elle différentiable en (0,0) ? Justifier la
réponse.

4. Déterminer les dérivées partielles de f en un point
(xOIJ/O) # (0/0)

5. Soit F : R? — RR? la fonction définie par F(x,y) =
(f(x,v), f(y, x)). Déterminer la matrice jacobienne de F
au point (1,1).

Exercice 7

On considere les fonctions f : R> — R3etg: R> — R
définies par

f(x,y) = (xy, cos x, xysin(xy))
et
g(u,v,w) = uvw
1. Calculer explicitement g o f.

2. En utilisant 1’expression trouvée en (1.), calculer les
dérivées partielles de g o f.

3. Déterminer les matrices jacobiennes Jf(x,y) et
Jg(u,v,w) de f etde g.

4. Retrouver le résultat sous (2.) en utilisant un produit
approprié de matrices jacobiennes.

Exercice 8

2
Soit f la fonction définie sur R? par f(x,y) = ]/? six =0

et f(0,y) = y sinon. Montrer que f est dérivable en (0,0)
dans toute direction, main elle n’est pas différentiable en
(0,0).

Exercice 9

Soit E un espace vectoriel euclidien.

1. En quels points l'application x — ||x|| est-elle différen-
tielle ?

2. Préciser en ces points le vecteur gradient.

Exercice 10

Soit, dans R", F un sous-espace fermé, et soit f : R" —
R définie par f(x) = d(x,F). On rappelle que f est 1-
lipschitzienne, et que pour chaque x il existe y € F tel
que f(x) = d(x,y).

1. On suppose que f est différentiable en x ¢ F. Montrer

que ||dfy|| grir) < 1.
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2. On considere la fonction ¢ : + € [0,1] — f((1 —t)x +
ty), en calculant ¢'(0) de deux fagons, montrer que
x j—
i
P\ =
3. En déduire que y est unique.

|I> =1let||df|| y@er) = 1

Exercice 11

Soit f une application de R” dans R de classe €. On dit
que f est positivement homogene de degré r (r réel donné)
si et seulement si VA €]0, +oo[, Vx € R", f(Ax) = A" f(x).

1. Montrer pour une telle fonction l'identité d'Euler :

Vx = (x1,...,x,) € R", i%Xi;;}{i(X) =rf(x) (1)

2. Montrer que (1) caractérise les fonctions homogenes de

degré .

3. Soit A = (ajj)1<ij<n une matrice d’ordre n, et soit
det(A) = f(a11,a12, ..., a1,) développement par rapport
é la premiere ligne
Montrer que det 2 ayj=—— a all, a12, vy aln).

Exercice 12

Soit f la fonction numérique définie sur R? par :

x2 _y2
- J 1 , +
flry) =3 Yagpg © (x:)

0 si (x,y) =

(0,0)
(0,0)
1. Montrer que f est différentiable en (0,0) et que sa diffé-

rentielle est I'application linéaire nulle.

2. Montrer que f ainsi que ses dérivées partielles sont
continues sur RZ,

3. Montrer que les dérivées partielles d’ordre 2 existent en
chaque point de R?\{(0,0)}.

2f azf
~ ?
gy ay(O ,0) et Syox (0,0) ? Conclure.

Exercice 13

4. Que peut-on dire de

Déterminer les extremums locaux et globaux des fonctions

numériques définies sur R? par :

L filxy) =x"+y° —3xy

2. fa(x,y) = arctan xy

3. f3( x,y) = xX*yPe 2y
(x,y) = sinxsiny

/

Exercice 14

étudier les extremums locaux et globaux des fonctions nu-
mériques définies sur R> par :

L filx,yz)=x*y+y’z+2x—z

% 2. fo(x,y,z) = Y+ (x* —y*)z — 4z

~ Exercice 15

2 y of

= Résoudre I'équation aux dérivées partielles a—(x y) —

é 3?;(3(,]/) = 0 sur R?, en réalisant le changement de va-
o

a

riables (x,y) — (u =2x+y,v =3x +y).

CALCUL DIFFERENTIEN

En passant en coordonnées polaires, déterminer les fonc-
tions f : R x R™ — R de classe C! solution de I’équation
aux dérivées partielles

of
yax(

Exercice 16

) - ngy‘w) —f.

Exercice 17

Soit E un espace de Banach. Notons I 1’application iden-
tique de E et £ (E) 'ensemble des endomorphismes de E.
Soit v € Z(E) tel que ||v|| < 1. Montrer que I — v est
inversible et exprimer son inverse. Indication : résoudre
I'équation x — u(x) = y ot y est fixé.

Exercice 18

On cherche toutes les fonctions g : R?> — R vérifiant :

Jag dg

ox dy @

06 a est un réel.

1. On pose f la fonction de R? dans R définie par :

flu,v) =g <u tov- 7 u). En utilisant le théoréme
de composition, montrer que

o o

ou 2

2. Intégrer cette équation pour en déduire I’expression de
f.

3. En déduire les solutions de 1'équation initiale.

Exercice 19

On pose fyy : [-1,1] — R puis F(x,y) =
t = xt24uyt

Sup fx,y(t)‘

te[-1,1]

étudier la continuité de F sur R2.

Exercice 20

Déterminer un vecteur normal ainsi que 1’équation du plan
tangent au graphe de f au point indiqué :

M=(0,22)
(—v/2,/2,0)

fxy)=xy—x+y,

f(x;y) = sin(mxy)M =

Exercice 21

On pose z(x,y) = f(u) avec u = xy 0é f est une fonc-
tion d’une variable réelle deux fois dérivable. Calculer les
dérivées partielles d’ordre 1 et 2 de z.

Exercice 22

La distance parcourue par une automobile roulant é vitesse
constante v durant un temps donné ¢ est donnée par la
formule | = vt. Vérifier que

dl dt dv

otdv ol
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Exercice 23

On considere la fonction f définie par

flxy) = y* =2 +In(x?)
1. Quel est le domaine de définition D de la fonction f ?
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2. écrire I'équation du plan tangent é la surface z = f(x,y)

au point (1,2, 3).

CALcuL DIFF!::RENTIEN
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