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SERIE 1°6
Réduction des endomorphismes

I
COMPLEMENT D’ALGEBRE
LINEAIRE

Exercice 1

On consideére un entier naturel # non nul et une applica-
tion h continue de R dans R. On suppose de plus & non
constante.

Pour tout élément k de [0, n], on définit 'application

fk: R —R
x = fi(x) = (h(x)".

Montrer que la famille S = (fo, f1, ..., fn) est une famille
libre de 1’espace vectoriel des applications de R dans IR.

Exercice 2

On considere un entier # non nul et on note E 1'ensemble
des polynémes de degré inférieure ou égal a n. Pour tout
k € [0,1], on définit le polyndme P, = X*(X —1)"*,

1. Montrer que la famille & = (Py, Py, ..., P;) est une base
de E.

2. Déterminer les coordonnées dans cette base des poly-

1 n
ndmes P =1letQ = (X—z) .

Exercice 3

Soit n € IN*. On note E l’espace vectoriel des polyndomes
de R[X] de degré inférieur ou égal & n et on consideére
I'ensemble

F={Pe€E/P(1) =0}

1. Montrer que I'application ¢ de E dans R qui a tout po-
lynéme P associe P(1) est linéaire. En déduire que F est
un sous-espace vectoriel de E.

2. Déterminer la dimension et donner une base de F.

Exercice 4

Soit E = R, [X] muni de la base & = 1, X, ..., X". Pour tout
ide {0, ..., n}, on définit une forme linéaire f; sur E par

. » 1 sii=j
(X)) =
Vi€ {0, n}, fi(X)) { 0 Sis
1. Démontrer que (fo, ..., fn) est une base de E*.
2. On considere les deux éléments ¢ et ¢ de E* définis par,
pour tout P € E, ¢(P) = P(1) et ¢(P) = P'(0). Détermi-
ner les coordonnées de chacune des formes ¢ et ¢ dans

la base (fo, ..., fn)-
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Exercice 5

Soit n € IN* et soit la matrice

1 1 1 1
0 Ci C} - Cf

M: 0 0 C'Z n 6%,14,1(]1—{).
0 0 0 Cr

On associant a M un endomorphisme, montrer que M est
inversible et calculer M1,

Exercice 6

Soient A et B deux éléments de .7, (R). Montrer que si A et
B sont semblables dans .#;,(C), elles le sont dans ., (R).

Exercice 7

1. a) Soit f € #,(K)" une forme linéaire sur ., (K).
Montrer qu’il existe A € ., (KK) telle que pour tout
X € M,(K), f(X) = Tr(AX).

b) En déduire que tout hyperplan de ., (K) contient
une matrice inversible.

2. Déterminer les éléments f € ., (K)* tels que pour tout
X, Y € #,(K), f(XY) = f(YX).

Exercice 8

Soit H € .#,(C) une matrice de rang 1.

1. Montrer qu’il existe des matrices U, V € .#,1(K) telles
que H = U'V.

2. En déduire H? = Tr(H)H.

3. On suppose Tr(H) # —1. Montrer que I,, + H est inver-

sible et (I, + H) ™' = I, — ()

4. Soient A € GL,(K) telle que Tr(HA — 1) # —1. Mon-
trer que A + H est inversible et

1
1+ Tr(HA)
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Exercice 9

REDUCTION DES ENDOMORPHISMA

Exercice 11

Une transvection d"un espace vectoriel E est une applica-
tion f : E — E de la forme

x — x4+ y(x)u
ol u est un vecteur donné non nul de E et 7y est une forme

linéaire sur E telle que y(u) = 0.

1. Démontrer que toute transvection f de E est un endo-
morphisme vérifiant :

(f —idg) o (f —idg) = 0.

2. Réciproquement, soit ¢ un endomorphisme de E véri-
fiant :

(%) (g—idg)o(g—idg) =0.
a) Vérifier que l'ona:Im(g —idg) C Ker(g — idg).
b) Démontrer dans le cas dim(E) = 2 ou 3, on a forcé-
ment : ¢ = idg ou dim(Im(g —idg)) = 1.
¢) Déduire que si dim E = 2 ou 3 alors g est une trans-
vection.

d) Dans le cas ot dimE > 4, définir un endomor-
phisme g vérifiant () et qui n’est pas une tranvec-
tion.

Exercice 10

R, [X] désigne I'espace vectoriel réel des polynomes de
degré inférieur ou égal a n, n étant un entier naturel non
nul.

1. Si xg, x1, X2, ..., X, sont (n + 1) réels distincts, montrer
que les polyndmes définis par :
(X —x)
LX) =TI (x; — ])'
j=0,izj \Xi T %]

pour i € [0,n] forment une base de R, [X].

2. Ondonne de plus (n +1) réels : yo, y1, Y2, ..., yn. Montrer

qu'il existe un et un seul polynéme L de R,[X] tel que:

Vi e [[0, 1’1]], L(xi) =i

Ecrire L a I'aide des L;.

n n
3. Calculer les sommes : ) L;j(X) et ) x;Li(X).
i=0 i=0

1
tra2 "
désignant un réel strictement positif. Aux réels distincts
to, t1,t2, ..., tn de R, on associe les réels z; = f(t;), et le
polyndme L de R, [X] tel que : Vi € [[0,n], L(t;) = z;.
Montrer que le coefficient du terme de plus haut degré

_1\n
de L est ,1(71)
T1(t +a2)
i=0
On pourra calculer de deux facons la dérivée d’ordre n de L.

4. Soit f la fonction définie sur R par : f(t) =

I1
REDUCTION DES
ENDOMORPHISMES

Soit A une matrice non nulle fixée de .#,(R) telle que
Tr(A) # 0. On considere 'application f quia M € .#,(R)
associe

f(M) =tr(A)M — tr(M) A,

ot tr désigne la trace d"une matrice (somme des coefficients

diagonaux). Soit F ’ensemble des matrices de .#,(R), de

trace nulle.

1. Montrer que f est un endomorphisme de .#, (R).

2. Montrer que A est vecteur propre de f associé ala valeur
propre 0. Montrer que le sous-espace propres associé a
la valeur propre 0 est de dimension 1.

3. Montrer que Im(f) = F. Quelle est la dimension de F?

4. Montrer que F est le sous-espace propre de f associé a
la valeur propre tr(A).

5. En déduire que f est diagonalisable, et que c’est la com-
posée de la projection sur F parallelement a la droite
engendrée par A avec 'homothétie de rapport tr(A).

Exercice 12

Soit E 'espace vectoriel des applications définies de IR,
dans R. Pour tout n € IN*, on considére 1’application :

fn: R — R
x  — Ux

1. Déterminer une relation entre f, et f;.

2. Sin € IN*, montrer que la famille S = {f1, f, ..., fu } est
une famille libre de E.

Exercice 13

Soit E = [*(IR) I'espace vectoriel des suites réelles bornées
et A : E — El'endomorphisme définie par :

A(u)(n) =u(n+1) —u(n).
Déterminer les valeurs propres de A.

Exercice 14

Soient A et B deux polynémes de degré inférieure ou égal a
n(n € IN*)avec A de degré n a racines simples («;)1<j<.
Ftudier la diagonalisabilité de I'endomorphisme de C,[X]
suivant :

P+—— R,

ol R est le reste de la division euclidienne de PB par A.

Exercice 15

Diagonaliser dans .#,(C), en donnant la matrice de pas-
sage, les matrices suivantes.

0 2 8 8 —01 (1)
A=[3 —2 0], B= ,
D 0 1 0 0

10 0 0
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Exercice 16

Soit E un espace vectoriel de dimension finie et f un
endomorphisme de E diagonalisable. Montrer que E =

Ker f © Imf.
Exercice 17
7 3 —4
SoitA=| -6 -2 5 € #3(R). et u 'endomor-
4 2 -1

phisme canoniquement associé.

1. Déterminer les droites stables par u. u est-il diagonali-
sable ?

2. Montrer qu’il n’y a que deux plans stables, préciser une
base pour chacun.

Exercice 18

Etant donné n € IN*, E un espace vectoriel de dimension
n sur R et f un endomorphisme non nul de E, on suppose
qu'il existe p € IN* tel que f¥ = 0.

1. Montrer que f n’est pas injectif.
2. Déterminer I'ensemble des valeurs propres de f.

3. L'endomorphisme f est-il diagonalisable ?

Exercice 19
Soit A la matrice de M3(R) définie par

0 1 -1
A=| -1 2 -1
-1 1 0

1. Déterminer les valeurs propres réelles de A.

2. a) Déterminer une base de chaque sous-espace propre
de A.

b) La matrice A est-elle diagonalisable dans .#Z3(R) ?

Exercice 20

Soit a4 un réel non nul et A la matrice de .#3(IR) définie par

2

1 a a
1
A: %1{1
1
— - 1
a’> a

1. Déterminer une relation entre A et A”.
2. En déduire les valeurs et les sous-espaces propres de A.

3. Vérifier que A est diagonalisable.

Exercice 21

On note E I’ensemble des applications de R dans R de la

g

x forme

=

a X — a+bcosx + csinx + d cos(2x) + esin(2x)

w

= £

. aveca,b,c,d,e des réels.

'8

© 1. Montrer que E est un espace vectoriel sur R et détermi-
o ner sa dimension.

REDUCTION DES ENDOMORPHISMA

2. On définit I'application ¢ qui a tout P de E associe 1’ap-
plication de R dans R

o(P) : x — /Oncos(x +OP(H)dt.

a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de E.

b) Déterminer les images par ¢ des applications x —
cos x et x — sin(x). Quel est le rang de ¢ ?

¢) L'endomorphisme ¢ de E est-il diagonalisable ?

Exercice 22

L'objectif de cet exercice est de résoudre dans .#3(R) 1'équa-
tion
(1) X*+X=0.
Soit A une matrice non nulle satisfaisant la relation (1).
1. Montrer que R® = Ker A ® Ker(A% + I3).

2. Montrer que si x n’appartient pas a Ker 4, alors (x, Ax)
est libre.

3. Déterminer le polyndme minimal de A.

4. Montrer que Ker A est de dimension 1. En déduire que

00 O
A est semblable a lamatrice | 0 0 -1
01 0

Exercice 23

Soit n € IN* et A une matrice carrée de taille # & coefficients
dans C.

1. Montrer que si A est une valeur propre de A, alors A3
est valeur propre de A°.

2. a) Soit j le nombre complexe défini par j = e’5" . Véri-
fier que, pour tout A € C

A3 — A3 = (A= AD)(A = AJI)(A = AfD).

b) En déduire que, si i est une valeur propre de A3, il
existe une valeur propre Ag de A telle que A3 = p.

Exercice 24

Soit r endomorphismes d"un espace vectoriel complexe de
dimension finie non nulle qui commutent deux a deux .
Montrer qu’ils possedent un vecteur propre commun.

Exercice 25

Soit n € N*\{1}. Soit L une matrice ligne non nulle de
M1, (R) et C une matrice colonne non nulle de .#, 1 (R).
On note A la matrice A = CL.

1. a) Exprimer le réel LC en fonction des coefficients de L
etde C.

b) Déterminer le rang de la matrice A.
c) Calculer le produit AC en fonction de LC et C.

2. Déterminer une relation entre A2 et A. En déduire les
valeurs propres de A.

3. a) Montrer que A + I, est inversible si, et seulement si,
LC + 1 est non nul.

b) Dans le cas ot LC + 1 est non nul, déterminer 1'in-

verse de A + I,.
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Exercice 26
Soit f un endomorphisme de C" derang 1 (n > 1).

1. Montrer que tout vecteur non nul de I'image de f est un
vecteur propre de f.

2. Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si,
2
fo#0.
Exercice 27

Soit n un entier supérieur ou égal a 3. On considére A =
(ay,az,...,a,_1) et B = (by,by,...,b,_1) deux éléments non
n—1
nuls de C"~'. Onnote S = Z a;b;.

i=1
Soit f I'endomorphisme de C" dont la matrice dans la base
canonique est

0 0 by

. by

M - :
o ... .. 0 by, 1

a  ap a1 0

REDUCTION DES ENDOMORPHISMA

2. a) Déterminer les valeurs propres de f.

1. Déterminer le rang de f.

b) Montrer que f est diagonalisable si, et seulement si,
S est non nul.
Exercice 28

Soitn € IN* et A, B deux matrices de .#;, (R). On considere
l'application ¢ de .#,,(R) dans .#,,(R) définie par

VX € #4,(R), ¢(X)=AX—XB.
On désigne par « ( resp. B ) une valeur propre de la matrice
A (resp. B).
1. Vérifier que ¢ est endomorphisme de .7, (R).

2. Montrer qu’il existe des matrices colonnes non nulles C
et D telles que AC = aC et 'BD = D.

3. Calculer ¢(C'D) en fonction de C, D et B.

4. En déduire que « — j3 est valeur propre de I'endomor-
phisme ¢.
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