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SERIE n°7
Espaces préhilbertiens réels

Exercice 1

Année scolaire 15/16

Exercice 3

Les questions suivantes sont indépendantes :

1. Montrer que l’application ¢ : (P,Q) — P(1)Q'(0) +
P'(0)Q(1) définit une forme bilinéaire sur E = R[X].
Est-ce un produit scalaire ?

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur les
réels a, b, c et d pour que l'application :

(x,y) — axyy1 + bxyys + cxoy1 + dxoyn

définisse un produit scalaire sur E = R2.

3. Soient n entier naturel non nul, xg, ..., x;; des réels deux
a deux distincts et w € R"*1. A quelle condition sur w
I'application :

¢:(P,Q)— iwip(xi)Q(xi)
iz

définit-elle un produit scalaire sur I'espace vectoriel
R, [X]?

Exercice 2

Les questions suivantes sont indépendantes :

1. a) On se donne un entier n > 1 et des réels
x1,..., Xy strictement positifs. Montrer que n? <

(o) (£5)

Dans quel cas a-t-on égalité ?

6n

n
1
b) En dédui —_
) Endecare >

2. Soit f une fonction continue sur [a, b] & valeurs dans R.

a) Montrer que

</ﬂbf(t)dt)2 < (b—a) /Ohfz(t)dt.

Dans quel cas a-t-on égalité ?

b) On suppose que f ne s’annule pas sur [a, b]. Montrer

que
(/bfc(l:)) (/abf <f>df) > (b—a)2.

Dans quel cas a-t-on égalité ?

Montrer que I'application

2
(P.Q) = (PlQ) = [*@-nPHQ

définit un produit scalaire sur Ry [X]. Donner une base or-
thonormée.

Exercice 4

Soit E = C([—1,1],R) I'espace vectoriel réel des fonctions
numériques continues sur [—1,1]. Pour f et ¢ de E, on pose

1
olf8) = [ f)00).
1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

2. On note P et 7 les sous-ensembles de E formés des
fonctions paires et impaires. Montrer que Z = P,

3. Soit ¢ : f — favec f : x — f(—x). Montrer que ¢ est la
symétrie orthogonal par rapport a P

Exercice 5

Soit ., (R) 'espace des matrices carrées d’ordre n sur R.

1. Montrer que I'application qui, a tout couple (A, B) d’élé-
ments de ./, (R), associe le scalaire Tr(* AB) est un pro-
duit scalaire.

2. Montrer que le sous-espace des matrices symétriques
et le sous-espaces des matrices antisymétriques sont or-
thogonaux et supplémentaires vis-a-vis de ce produit
scalaire.

Exercice 6

On munit R* de sa structure euclidienne usuelle. Soit H le
sous-espace vectoriel de R* engendré par les vecteurs

x =(1,1,0,1), x» =(1,1,1,0), x3=(1,1,-2,1).

1. Déterminer la dimension de H et une base de son ortho-
gonal H™.

2. On note p la projection orthogonale sur H. Déterminer
la matrice de p dans la base canonique de R*.

Exercice 7

Soient E un espace vectoriel euclidien et (e;)1<;<, une fa-
mille de n vecteurs unitaires telle que

n
Vx € E, Z(x|ek)2 = x|
k=1

1. Montrer que les vecteurs e; sont orthogonaux deux a

deux.
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2. Montrer que le sous-espace vectoriel engendré par la
famille (e;)1<i<, est égala E.

3. En déduire que la famille (e;)1<;<, est une base ortho-
normée de E.

Exercice 8

Soient F et G deux sous-espaces vectoriels d'un espace
préhilbertien réel E. Montrer que

(F+G)t =F'NnGtet(FNG)t =F- 4+ Gt
Exercice 9
Soit E = R[X]. Pour (P, Q) € E?, on pose

¢(P,Q) = L 11 P(??(:z) dt.

Pour n € N, on note T, le n-eme polyndéme de TCHEBY-

CHEV de premiére espece, c’est-a-dire 'unique polynome

tel que VO € R, Ty, (cos ) = cos(n6).

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

2. Montrer que (Ty),eN est une base orthogonale de 'es-
pace préhilbertien (E, ¢).

3. Pour n € IN, déterminer || T, ||.

Exercice 10

On munit E = ¢([0,1],R) de son produit scalaire cano-
nique défini par

(flg) = /Olf(t)g(t)dt.

On note F 'espace des fonctions affines de E et f : [0,1] —

R la fonction de E définie par f(t) = .

1. Déterminer la projection orthogonale de f sur F. On la
note pr(f)

2. Calculer || f — pr(f)|%

b
3. En déduire le minimum pour (a,b) € R?, / (£ —at —
a
b)dt.

Exercice 11

Etant donné n € IN*, on note R, [X] I’ensemble des poly-
nomes de E = R[X] de degré inférieur ou égal a n et %
’ensemble des polyndmes de R,[X] de terme dominant
égala X".

On définit la fonction G, de R dans R par

VER, Gu(t) = (~1)"e I (¢F)
, =(=1)" e
" dtr
no_p R
out — FT (e2) désigne la dérivée n'*™ de la fonction
_2
trye?.

1. Montrer que l’application

(l): ExE —R
.
(P.Q) — (PlQ) = |

—00

définit un produit scalaire sur R, [X]. On munit R, [X]
de ce produit scalaire.
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2. Montrer que G, est un élément de % . On notera par la
suite F = X" — G, (X).

3. Pour j € [0,n], calculer (G,|X’). On rappelle que
+oo 2

/ ez dt =27

4. Montrer que le polyndéme F est le projeté orthogonal du
polyndme X" sur le sous-espace vectoriel R,_1[X] de
R, [X] constitué des polyndmes de degré inférieur ou
égalan—1.

5. En déduire,

+o0 2
inf P2(t)ez dt.
Pe J—oo

en fonction de n la valeur de

Exercice 12

Soit E un espace préhilbertien réel. Pour n € IN* et
(x1, ..., ;) dans E", on pose G(x1,..., X)) = (xi|x]-)1gi,].§n
(matrice de GRAM) puis y(x1, ..., x,) = det(G(xq,..., X))
(déterminant de GRAM).

1. Montrer que rg(G(x1, ..., Xn)) = 18(x1, ..r Xp)-
2. Montrer que la famille (x1, ..., x,,) est liée si et seulement

si y(x1,...,xn) = 0 et que la famille (xy, ..., x,) est libre
si et seulement si y(x1, ..., xn) > 0.

3. On suppose que la famille (x1, ..., x,) est libre dans E.
On pose F = Vect(xy, ..., X, ). Pour x € E, on note pr(x)
la projection orthogonale de x sur F puis d(x, F) la dis-
tance de x a F (c’est-a-dire d(x, F) = ||x — pr(x)|?).

y(x,x1,..., %)

Montrer que d(x, F) = .
q (x,F) y(x1,. .., %n)

Exercice 13

On considere l'espace vectoriel E = €([0,1], R) des fonc-
tions a valeurs réelles continues sur [0, 1], muni du produit
scalaire

1
(Flg) = | Fg(t)a
On considere F le sous-ensemble de E définie par F = {f €
E / f(0)=0}.

1. Montrer rapidement que (.|.) est un produit scalaire sur
E et que F est un sous-espace vectoriel de E.

2. Soit g un élément de F-

1

2to(t sit 0, =

o] 250 ey
g(t) si te]i’”

Montrer que g est dans F et en déduire que g est nulle.
En déduire que F et F ne sont pas supplémentaires.

3. Que dire de (F1)*?
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